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dale مقدمة‎ 


نوجه هذا الكتاب لطلاب الاقتصاد فهو يشتمل على تلخيص للدروس» 
تمارين ومسائل محلولة. 

يتكون هذا الكتاب من أربعة فصول تحتوي على التوابع رالدوال) ذات 
متغير حقيقي وذات عدة متغيرات. کما یتناول حساب المصفوفات والتكامل» 
نظم المعادلات الخطية. 

الغرض من هذا الكتاب هو إعطاء أداة يستخدمها التقني في المستقبل» 
بحمیع الحسابات» ھٰذا السبب نعطي تمارين تطبيقية للطرق العامة 9 یی oyl‏ 
متنوعة مثل الاقتصاد. نسر على طرق الحساب» والنتائج بدلا من البراهين. 


lu‏ في الفصل الأول بالطبع بالتوابع (الدوال) ذات متغير حقيقي وذات عدة 
متغيرات التي كثيرا ما تستخدم لتمثيا ل الظواهر الفيزيائية: العلاقة بين درجة ال jl‏ 
حم السائل والضغط detla‏ الک كهربائي» وهناك تطبيقات أخرى من هذه مهمة 
جدا هو التغير في النشاطء وحساب التكلفة والإنتاج» Ge‏ أساسية في الاقتصاد. 
هناك جزء كبير مخصص لحساب مصفوفة ونظم المعادلات الخطية مع 
عدة جعاهيل. 


يهتم الفصل الثاني بحساب مصفوفة» هناك تطبيقات وهي التكلفة 
الحدية والمتوسطة التي تبدو أساسية في الاقتصاد. 

سندرس في الفصل الثالث نظم المعادلات الخطية لعدة الحهولة» فهو 
ضروري لأنه يستعمل في الاقتصاد لحساب منافع منبادلة, كما سنتناول في 
الفصل الرابع حساب التكاملات» لأن حساب التكامل معني في كل مکان 
تقريبا: في الميكانيكا لحسابات مركز الثقل» 55 العمل أو jb‏ ل محالات في 
الكهرباء للحسابات من أعباء الکھرباء؛ في الاقتصاد لحساب التكلفة الحدية 
والمتوسطة. 39 هذا الفصل الأخير» سنتكلم بسرعة كاملة. 
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الفصل الأول 
التوابع ذات متغیر حقيقي 


مقدمة: تستخدم الدوال لتمثيل الظواهر الفيزيائية: العلاقة يبن درجة الحرارة» 
حجم السائل والضغط وا هد الكهربائي وغيرها. تطبيقات أخرى هامة هذه 
الدوال هي التغير من الأعباءء حساب لتكلفة والإنتاج التي تعتبر أساسية في 
الاقتصاد. هذه الدوال قد تنشأ في إعطاء تغيير عدد من القيم لمتغير الدالة. 

أ) الدوال العددية ذات متغير حقیقی: 

الد ب البياان: يسمح مباشرة لقراءة التغيرات 

التطبيقات: التمثيل البیانی 

JEM‏ 1-1 (درجة الحرارة) باستخدام الجدول التالي» مغل تغيرات درجة 
الحرارة اليومية: 


درجة الحرارة الساعة درجة الحرارة 


الساعة 

0 2 7 0.5° 
1 -3° 8 1:5° 
2 -3.59 9 4° 
3 -4° 10 5° 
4 -3° 11 T 
5 -2.59 12 89 
6 8 





http://www.opu-lu.cerlst.dz 





نرسم محورين وندرج ا حور y'oy‏ بدرجة الحرارة و x'ox‏ بالساعات ثم 


نضع نقطة قي كل مرة ومن ثم wj‏ نقاط لرصد التغيرات. خلال 
الشكل 1 أدناه: 





الساعات 





الشكل 1 


مفهوم الدالة: 


في المثال السابق» یمکن القول أن درحة الحرارة تختلف مع مرور الوقت. 
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تطبيقات الدوال في الاقتصاد: 
Jul‏ الأول 2 رالاقتصاد التطبيقى: التكاليف المتغيرة أو التنفيذية: 

ويبين الحدول التالي التغيرات في التكاليف اعتمادا على تغيرات نشاط في 
ورشة منتوجات. 


الدراسة لتكاليف مختلف مستويات النشاط تبين ما يلي: 





مستويات الأنشطة 





4000| 5000| 0 8000 10000 | 12000 | 14000 





gl 16000 | 20000 | 24000 | 32000 | 40000 | 48000 | 0‏ اد 





























اليد العاملة 
PER 20000 | 25000 | 30000 | 40000 | 50000 | 60000 | 70000‏ 

المبا شر ٥‏ 
70000 | 70000 | 50000 | 50000 | 30000 | 30000 | 30000 | الإهتلاك 

مصاريف 
21000 | 20000 | 15000 | 14000 | 9000 | 8500 | 8000 

iaus 

التكلفة 
217000 | 198000 | 155000 | 130000 | 93000 | 83500 | 74000 

الكلية 





النظر في إنتاج أقل من 8000 وحدة. ويبدو: 


إن بعض الأعباء المتغيرة: الاستهلاك من المواد واليد العاملة المباشرة تتغير 
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إن بعض الأعباء الثابتة: الاهتلاك في هذا JU‏ لا تختلف عن مستويات 
النشاط إلى أقل من 8000. 
نتحدث عن الأعباء الثابتة أو الحيكلية» WY‏ تتعلق بھیکل معين؛ 

هذا وتختلف أعباء أحری ولكن يبدو Ul‏ تتغير دون أن تكون نسبية 

لمستويات النشاط فإتما في الواقع مزيج من التكاليف الثابتة والمتغيرة. نتحدث إذا 
عن الأعباء شبه المتغيرة. 

في الواقع الأغباء ليست ثابتة داثما أو نسبية» ولكن هذا التبسيط 
ضروري في بناء النماذج. 
1. 2 الدوال من y=ax+bię gl‏ 
أ) الرسم التطبيقي: 

علما أن المنحنى البياني عبارة عن مستقیم؛ يكفي تعيين نقطتان | مہ 
نختار النقطتان: 

A (0 <b)‏ بط عد وج 0 دع 
y= 0 ¬ x=- b/a; B (- b/a 0).‏ 

b‏ تسمى الترتيب. 
I‏ 3 التفسيرات الاقتصادية للدوال من النوع y=ax+b‏ 

في الاقتصاد» فيمكن أن تمثل هذه الدوال الأعباء شبة المتغيرة أو الأعباء 
الكلية. 
JEM‏ الأول. 3 (التطبيق في الاقتصاد): إننا سوف ندرس البيانات ا حاسبیة 


لتحديد العلاقة الى توجد بين الأعباء لفترة معينة ومستويات الأنشطة. 
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ولنفترض أن في أحد المصانع بيان أعباء الصيانة والإنتاج خلال 12 















































شهرا هي على النحو التالي: 

الشهر الإنتاج الصيانة 
جانفی 0 دج 0 دج 
فبراير 0 دج 132000 z>‏ 
مارس 0 دج 0 دج 
أبريل 0 دج 0 دج 
مایو 0 دج 0 دج 
یو نيه 50000 >> 0 دج 
Z DZ‏ © 
يوليو 0 دج 0 دج 
أغسطس 0 دج 0 دج 
سبتمبر 0 دج 0 دج 
: © © 
أكتوبر 0 دج 0 دج 
نوفمبر 0 دج 0 دج 
ديسمبر 0 دج 0 دج 
ا جموع السنوي 0 520 دج 0 1600 دج 

















الرمز دج: (دينار جزائري) 
الطريقة البيانية: نکون الرسم gi‏ الذي يحمل: 
- في حور xox‏ أرقام الإنتاج. 
- وفي محورلإه”لا مبالغ تكاليف الصيانة. 
الخط المستقيم الانضمام إلى نقطتين تم الحصول عليها هو تغيير في أعباء 
الصيانة بدلالة الإنتاج. 


ف 
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إن wać‏ الخط المستقيم يقطع في الواقع حجم أعباء y'oy‏ 
ف (0:0).ى التي تمثل تغيرات أعباء الصيانة على أساس „zwy!‏ 
44 قيمة 90.000 دينار جزائري AJ‏ والمنحدر من ا خط ويظهر زيادة 


3 التكاليف Lal‏ لزيادة الإنتاج» وهي: 20:000 دج الى 20:000 وحدات 
تكاليف الصيانة 


Z 
© 











الانتاج بالأف 
الشكل 2: أعباء الصيانة الغير مباشرة 
قسم أعباء صيانة الوحدة UW‏ 
20:000 دج 0 20 
DYW 2‏ ا خاصة: 


b = 0‏ الدالة تصبح cy = ax‏ منحناها البياني هو عبارة عن مستقيم بر بالمبداً. 

«a=0‏ الدالة تصبح cy = b‏ منحناها GLI‏ هو عبارة عن مستقيم موازي حور 
الفواصل. 

y=0‏ الدالة تصبح x = - b/a‏ منحاتھا GLI‏ هو عبارة عن مستقيم موازي 
حور التراتيب. 
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تطبیقات الاقتصاد للدوال y=a.x‏ و y=b‏ 
0 ط الدالة تصبح ax‏ = ر وحقه ممثل التكاليف المتغيرة. 


Jul‏ الأول. 4 من التكاليف المتغيرة): ولنتأمل JEM E‏ الأول. 22 مجموع 
المواد واليد العاملة المباشرة. 


لدينا: 


x 4000 | 5000 | 6000 | 8000 |‏ ......... مستویات النشاط 





Y | 36000 | 45000 | 54000 | 72000‏ .......... التكاليف المتغير 





ومن ثم فإن المعادلة والرسم البياني أدناه (على افتراض نموذج صالحة من 
0 إلى 8000 وحدة) 


التكاليف المتغيرة الكلية 





8000 6000 4000 
النشاط :y=ax‏ الشكل العام 


الشكل 3 
۵ء ١‏ لدالة تصبح ا = ر وحقها lk‏ أعباء ثابتة. 
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مثال 1 .5 (على stel‏ ثابتة): ولنتأمل في JU‏ أعلاه» الاستهلاك نراه ثابت ومن ثم 
المعادلة والرسم gu‏ أدناه (على افتراض نموذج صالحة من 0 إلى 8000 وحدة). 
التكاليف المتغيرة الوحدوية 
9رر 





:y=a Par‏ الشكل العام 


الشكل 4 
ملاحظة الأول. 1 sle‏ شبه متغيرة): 
JEM‏ الأول. 6: ولنتأملء في المثال أعلاه» وغيرها من الأعباء. 
التمثيل البیاتی للتغيرات يبين أنه يتناول wy=ax+b db‏ النوع 
وبالفعل» فإن ثلاث نقاط لممثل: 





x = 0‏ ء5000 = x‏ :4000 = »هي على استقامة واحدة. 
البحث عن المعادلة: 

9000 = 6000.28 + b 

8000 = 4000.a + b 


1000 = 2000.a 
a= 0.5 ; b = 6000. 


y=0.5 x + 6000‏ وبالتالي: 
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> 
0 4000 6000 8000 X 
5 000 Activitć 


وأخيراء نستطيع تقسيم هذه الأعباء شبه متغيرة إلى أعباء ثابتة قيمتها 
0 دينار جزائري وأعباء متغيرة من 0.5 دج لكل وحدة. 


4.1 التوابع من الشکل: ہت y=‏ 
X‏ 


ملاحظات: 
cj 2 . à 5‏ 7ھ 
الرسم ALL‏ مستمرا ماعدا عند الصفر الذي يعدم المقام. 
a‏ 
y= —‏ يؤدي إلى y‏ و×: 
1 


- من إشارة مختلفة في حالة 8 سالب ونفس الإشارة في حالة 4 موجب۔ 
— 0جےیں مو جو 0جو JULA‏ ا خطوط المقاربة هي من تتبع منحنى ×0 
„dys‏ 
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لذلك» حيث هي إيجابية أو سلبية» من منحنى على شكل (الأول) 
أو (ZUW‏ 








x 0 X 
y 
)1( الشكل‎ 
y’ 
2 > 
X 0 X 
+ 


الشكل (11) 
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a 
التفسيرات الاقتصادية للدوال من النوع: س حر‎ 1 
1 


المثال الأول. 7 (وحدة من التكليف الثابت): ولنتأمل على سبيل المثال 
الأول. 4ء الإهتلاك 


ل 


Ps مستويات‎ ......... x | 4000 | 5000 6000 8000 


y | 30000 30000 30000 0‏ ........... التكاليف الثابتة | 











نرى Ul‏ ثابتة» وبالتالي المعادلة والرسم البياني أدناه „ley‏ افتراض أن 
نموذج صالحة من 0 إلى 8000 وحدة). 


وحدة التكليف الثابت ممثلة بفرع من غلو y= X=0‏ الخطوط المقاربة: 


JEM‏ الأول. 8 (التكلفة المتوسطة): ولنتأمل المثال التالي: 











مستويات الدشاط مستويات الدشاط مستويات النشاط 
6000 | 5000 4000 | البيان 
360 | 36000 36000 | الأعباء الثابتة 
57000 47000 38000 الأعباء المتغيرة 
93000 | 83500 74000 | التكلفة الكلية | 








a 
9.5 - 6000/57000- 5000/47500- 4000/38000 وحدة الأعباء المتغيرة:‎ 
و وتبلغ الشكل العام‎ = ax + b (التكاليف المتغيرة + التكاليف الثابتة) الإجمالية‎ 
۰ + Ca 5 
: لمتوسط التكلفة هي‎ 
y = ((a.x +b)/x)) = (a + b/x) 
15 
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ويبلغ متوسط التكلفة التي يعثلها فرع من X=0; y=9.5 sle‏ الخطوط 
المقاربة ومن ثم الرسم GLI‏ آدناہ: 


التكلفة المتوسطة التكلفة 
9.5x+36 000‏ _ 
x‏ 2 





6000 4000 
النشاط 000 8 


الشكل 6: التلكفة المتوسطة 
بعض الأمثلة من الأعباء شبه متغيرة: 


JEM‏ الأول. 9 (فاتورة الكهرباء لسونلغاز) 

العبء المتغير هو استهلاك الطاقة, والعبء الثابت يتمثل في الرسم 
الثابت الموجود في فاتورة سونالغاز. 
JEM‏ الأول. 10 (فاتورة الماتف الخاص بمؤسسة اتصالات حزائر): 

الجزء zal‏ يتمثل في استهلاك المكالمات ا ماتفیة وا جزء الثابت يتمثل في 
الاشتراك والموحود في الفاتورة. 
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JEM‏ الأول. 11: (الراتب الأساسي + منحة): 
الجزء الثابت يتمثل في الراتب الأساسي والجزء المتغير kaz‏ في مختلف 


ل = 


المكافآت» المنح والتعويضات. 
تطبیقات لدراسة الدوال: ا حل البياني: 
أ) حل المعادلة بيانيا: 
هي حل معادلة f(x)‏ -0 وهذا راحع إلى تمثيل WL‏ والنظر في نقطة أو 
نقاط > وتقع هذه النقاط» حيثما وحدت» على محور الفواصل. 
JE‏ الأول. 12: 
حل لمعادلة بيانيا:  2x7 - 5x-18=0‏ 


مثل الرسم البیانی من المعادلة المقترحة» هو عبارة عن قطع مكافئ 
8 - ×5 - × 2- = توللقمتر5 /4 -21) (انظر الشكل 7). 


وبالتالي ا حلول هي: 


x1 = 9/2); x2=-2‏ التي هي جذور المعادلة المقترحة. 
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AY 





C0‏ | مت 





)0,—18( 
5 
P =21)‏ ( 
الشكل 7 
ب) بيانيا حل نظام المعادلات: 


هما المعادلات: g(x)=0‏ و f(x)=0‏ 

لحل هذه العودة لنظام الكتابة 0 > («)ع = f(x)‏ 

ومن الممكن لتمثيل منحنيات fx) 3Y2= g(x)‏ = ۷1 
والنظر في نقاط منحنيات حيث Mr gi‏ بالطبع -Y1 =Y2‏ 


:13 الأول.‎ JEM 


حل النظام 0 = × ;0 x=‏ 
وهذا هو الرسم للمنحنيات. 
Yl=x*=0 3 y2= x‏ 
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وبالتالي dat‏ هي النقاط a‏ می جذور النظام المقترح» وإما: 


يي 





(1 = 2ر و1 =2 أو (0 - ۷۱ و 0= اي (أنظر الشكل 8) 











الشكل 8 


من مفاهيم المشتقة, التفاضلية, المرونة والقيم الحدية لتابع: 
- مشتق لتابع ۴ في نقطة Juose Gz; W Xo‏ 
x) - | (x0) .‏ 
د im [OSV kali‏ =)20('[ 
x-x0‏ 0 

- إذا كان ١‏ لتابع 1 قابل للاشتقاق» التفاضلية التابع f‏ التي نرمز dy © u‏ 

ويعرف عن طريق ما يلي: 

dy = f (x) dx= y'dx 
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- إذا كان التابع  LG‏ للاشتقاق» مرونة التابع ‏ عند نقطة حيث ل +0 هي 
الكمية: > اكيم 


ARTSA 
الخواص الأساسية للاشتقاق:‎ 
اثنين من الثوابت. ثم:‎ ch و ع تابعان و‎ ٤ إذا كان‎ 
(f(x) + u. go) Af و‎ + u. g (9). 
(fg) =f .gtf.g 
(f/g) =(f.g-f.g)/g*(0)3 g0. 


d(f.g)= g.df+ f. dg: 

d (f/g) = (g.df - f.dg )/g°; g(x) #0.‏ 
f‏ متزايدة على جال إذا ١‏ کان €1 × مهما OSK‏ 2(<0) 1 
f‏ متناقصة على جال إذا کان 1 ©« ءمھما كان 2(>0) ٴ۲ 

إذا كان ۴ قابل للاشتقاق مرتين والمشتق من الرتبة الثانية مستمر 

و0-(0م f‏ 
لدیتا؟ 
- ۶ لہ حد gal‏ عند نقطة 0× إذا ١‏ كان 0 (x0)>‏ ۲ 
— ۶ له حد أقصى عند نقطة 0× إذا | كان 0 (x0)‏ ؟ 


المشتقات لبعض التوابع الأولية: 


f (x) 10 f(x) f (x) 
k(t) 0 

xk k.x ki x Xk.x*! 
sin x COS x COS X - sin X 
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ب) التوابع ذات متغيران حقيقيان: 
تابع ذو متغیران حقيقيا ن يرفق لكل y)‏ ») العدد z‏ ونكتب: 
>z=f(x.y)€IR'‏ 182 © زو 
مفاهيم | شتة الجرئي مشتق ونقطة ثابتة لتابع ذو متغیران: 
- المشتة قى الجزئي لتابع ۴ بالنسبة ة للمتغير الأول OJ)‏ وجحد) معرف ب: 
of = lim L&V) S00. y)‏ 
x—x0‏ فد عرق 


— المشتق الحزئي لتابع ۴ بالنسبة للمتغير الثاني (إن وجد) معرف ب: 


A _ lim fœ y)- fx, y0) 


Ox اہر‎ y-y0 








- النقاط الثابتة لتابع f‏ معرف ی 
f(xcy JEIR > z=f(x:y (۳۴‏ 


هي النقاط التي تعدم La‏ یعخ ني (x y)‏ 


Oy 


حل is gas‏ معادلتين: 
(Enota)‏ 
Of 8‏ 


تطبیقات التوابع ذات متغيران حقيقيان في الاقتصاد: 
JEM‏ الأول. 14 (تطبيق في الاقتصاد): حالة الإنتاج بدلالة رأس JW‏ والعمل 
ليكن: L)‏ :405 = 0 حيث 
تمثل على الترتيب العمل. راس JW‏ ودالة الإنتاج وحيث ©» کا وبآ 
Q=/f(K,L)=AK"I"‏ 
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تمثل على الترتيب مرونة الناتج بالنسبة إلى العمل» مرونة الناتج بالنسبة 
Aa et 8‏ لرأس JW‏ والتقدم التقني في JU‏ السابقء يمكننا القول أن الإنتاج 
يتغير بدلالة رأس المال و العمل ويختلف اعتمادا على رأس المال والعمل. وهذا 
يعني أن نطاق الأداء. لذا يتعين علينا: نرمز لنسبة الغلة بالرمز: (a+8)‏ 
- وإذا كان أكثر من 1ء هو زيادة الغلة 
- وإذا كان أقل من 1ء منخفضة الغلة 
- إذا كان يساوي 1» عائد مستمر ليكن: 


هامشية الإنتاج AE)‏ والمامشية لإنتاج بالنسبة ہیی AGD‏ 





OL ~ OK 
JW بالنسبة لرأس‎ 
u 
Of (k,l) arpi Q 
I = BAK I - ء کام‎ 
OL 78 PT 
of (k, D) = BAK“ WZ -ge 
OK K 


هو مرونة الناتج بالنسبة لرأس المال » بل هو من هذا القبيل ما يلي: EQK‏ 





EQk= 00 K _ AK“ MŚ -al £- 
OK Q Q K Q 
EQL هو مرونة الناتج بالنسبة للعمل» بل هو من هذا القبيل ما يلي:‎ 
ror- E-ga- ع | 2م‎ - 
ôL Q Q LJQ 


N 
N 
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تمارين الفصل الأول 


التمرين 1: أحسب شق الك بالنسبة للتوابع التالية: 
dx‏ 
3 


مر ووو 2x7;‏ ال 
اللاي e69;‏ پ×2م b) y=‏ 
(x +2) (x* -1)‏ درن 
التمرين 11: أحسب التفاضلية dy‏ بالدسبة للتوابع التالية: 
w‏ 2 


zg, Jez (Z 
تک‎ SI ;xe 


التمرين 11 1: أحسب المرونة E‏ بالدسبة للتوابع التالية: 


a) y=e" 

b) y=x.e* 
= 3 

6) y= x 


التمرين 1۷ : عين النقاط النابتة للتوابع ذات متغيران: 
a)f(x:y)=4x°+2xy+y?‏ 
b)f(x:y)=-x°+x-xy+y-y?‏ 

)f(x.y)= x +óxy+9y" 
IV العمرين‎ 


ا) حل نظام المعادلات بيانيا: 
2x-y=l . 2x-8y =6 2x —4x-y=0‏ 
x+3y=ll" -3x+4y=11? xX -4-y=0‏ 
ب) حل المعادلة بيانيا: 


-2x7-x +10=0 
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حلول تمارين الفصل الأول 
التمرین 1: 


تح + x= 6x‏ روری روری 10x*;‏ بكو الك 


dx 


a) 


dy +2 2 
SV. 2300# 2 (-1/x? ( e"; 
dx 


c) 22 1. (x? -1)+(x+2)(2W= x7 -1 +2 تير‎ + 4x = 3x +4x -1 


bj =e?" 


dx 
:11 العمرين‎ 
dy= 7x dx; (2/3)x 717) dx; 
eC*tD4 ری پر‎ 2+۷0 dx= (1 +2 x)e ?** dx 
:111 التمرين‎ 
ly 1 ly 
a) E=% = = e*,(x/e*)=x) و يستلزم‎ 
adx 


dx y 
A روخ نے‎ 


b)E=e*.(x+1).(x/x.e')=x+1 a jim i 
AX 


2 7 2 
=3x^.‏ لك يسطزم 3 - 2/3 . 05-3:7 
dx‏ 
التمرین HV‏ 
d‏ النقاط الثابتة (x 2 y)‏ للتابع المعرف ب: 
(xy) > f(xy)=4x+2xyty”‏ 
إحدائیاتھا لا و× هي حل نظام المعادلات: 
ددم گے (Lazo,‏ 
Ox Oy‏ 
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(8x +2y =0 2× +2y =0) يكافى:‎ 

وبالتالي توحد نقطة ثابتة وحيدة: )0= (x =0 y‏ 

ب) النقاط الثابتة (xy)‏ للتابع المعرف : 
(x:y)>f(x:y)=-x+x-xyty-y?‏ 


إحداثياتها بزو × هي حل نظام ال معادلات: 





(Laso, 2 (x,y)=0 
OX 


Oy 
(-2x -y+l=0-x-2y +1=0) يكافى:‎ 
(X = 1/2 y = 1/2) وبالتالي توجد نقطة ثابتة وحيدة:‎ 
للتابع المعرف ب:‎ (xy) WUJ ج) النقاط‎ 
Gy) > fay + تو + رمم‎ 


إحداثياتها رو X‏ هي حل نظام المعادلات: 


(2 (x, y)=0, 1 (x, y) =0) 


Ox Oy 





(2x+tóy=06x +18y = 0( يكافئ:‎ 


وبالتالي یو جد عدد غير منته من الحلول: y: y)‏ 3-) حيث 118 6 y‏ 
ty)‏ ۶)۴ له عدد غير منته من النقاط الثابتة وموحودة على المستقيم y =-(U/2).x‏ 


IV التمرين‎ 

ننشئ المستقيمان: 0/3 - 11) > /ز و ih y=2x-1‏ الرسم O‏ 

ا حل هوالنقاط المناسبة „sh‏ نظام المعادلات ونحد: 
X=235y=3.‏ 
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Y =(11-x)/3 











الشكل 9 


ننشئ: y= (x/4)-(3/4) sy=(3x/4)+(11/4)‏ 
(أنظر الرسم 10( 
LH‏ هو النقاط المناسبة لحذور نظام المعادلات ونجحد: 


x=-73 y= -5/2. 
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Ov > 1cm 


Ou > 1cm 








الشكل 10 


)11 (أنظر الرسم‎ yl=2x7—4x et ننشئ المنحنيان: 2-4 = 2ر‎ (i 
الحل هو النقاط المناسبة جحذور نظام المعادلات وججد الجدر المضاعف:‎ 


x=2 et y=0. 
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الشكل 11 


ب) ننشئ المنحنى الممثل للمعادلة: 10 + × - ”× 2- = ر التي هي قطع مكافئ 


)10 + (1/2)- )2.(1/4- ۷۵ )رأنظر الرسم 13) 


ا حل هو النقاط المناسبة لجذور نظام المعادلات ونحد الجذور: 


xl =-(5/2)et x2=2. 
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الفصل الثاني 
حساب المصفوفة 


مقدمة: هذا الفصل من الضروري» لأن حساب المصفوفة يستعمل في ا حاسبة 
التحليلية لحساب الأسعار والتكاليف. آحر بالغ الأهمية لحساب المصفوفة هو 
حساب الأسعار ودوران. 


= نستخدم مصفوفة من الشكل (many‏ ونرمز لما ب رط Mm:‏ 
وهي عبارة عن مجموعة ذات أعداد حقيقية مرتبة (mn)‏ في مجموعة من 
مستطيل متكون من M‏ عمود lisa bna‏ هذا عن طريق ما يلي: 
di) ... dy,‏ 
M,(m,n)-| : ` :‏ 


a ad 


- منقول مصفوفة(1/)0,0 هي مصفوفة من الشكل (mn)‏ » نرمز MoU‏ 
| 


حيث خطوطها هي منقول خطوط M‏ وأعمدقا هي منقول خطوط هي 
منقول أعمدة M‏ لدينا: 

الخواص الأساسية للمصفوفات: 

- جع | المصفوفة: 

لتكن المصفوفتان: 

A(m,n)= (aij) et B(m,n) = (bij)‏ ۰ من نفس الشكل (A +B) LU‏ عبارة 
عن مصفوفة من نفس الشكل ومعرفة ب: 


In 
C=A+B=| | `. : |+|: 50 ijs $ 
q, b, b a, +b +b 


ml *** Un mo *** رط‎ mi On *** om Om 


dy + An bı ... b dı +P, ta, tb, 
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— جداء المصفوفة: وجداء مصفوفتان 4 و 8 الذي نرمز له ب ۸×8 OŚ‏ 
معرف إذا كان عدد أعمدة A‏ يساوي عدد حطوط 8. 

إدا كان A‏ و8 عبارة عن مصفوفتين B(n,p) s A(m,n)‏ 3 هذه الحالة 
AXB‏ هو عبارة عن مصفوفة C (m.p)‏ من الشكل cij‏ حيث mi‏ جداء الخط 
ل A.‏ مع العمود [! B.‏ 
- جداء مصفوفة مع سلمي: إذا كان: A‏ مصفوفة من الشكل (mn)‏ فان XA‏ 

هي مصفوفة من الشكل (mn)‏ وحيث R) AA- (Maij)‏ ©.0 . 

- جداء شعاع مع مصفوفة: شعاع خطي هو مصفوفة (۷)1,0 وبالتالي: 


فجداء شعاع مع مصفوفة هو حالة خاصة من جداء المصفوفة. 


- المصفوفات الخاصة: 


. مصفوفة الوحدة: 
مصفوفة الوحدة هي مصفوفة حيث جميع العناصر تساو ي صفر والعناصر 

القطرية تساوي 1. 

. المصفوفة العادية: 
مصفوفة 13 عادية أو ALU‏ للعکس إذا كان هناك مصفوفة ۸ حيث: 

A.B = B.A = In‏ وحيث In‏ مصفوفة الوحدة. 
. مساعد مصفوفة لمصفوفة مربعة من أجل 2 
a‏ 


c 


M (2 2)=‏ فان هذا يستلزم أن مساعد المصفوفة هو: 


5 d + 
adj M (2.2) = | 


إذا ین | > 
d‏ 
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حدد مصفوفة مربعة من أجل 2 
محدد المصفوفة )2 M(2,‏ هو العدد „(ad — bc)‏ 
العكس لمصفوفة مربعة: إذا كان حدد المصفوفة غير معدوم فان المصفوفة قابلة 
للعكس وعكسها هو: 
M` (2.2) = (adj M)/det M‏ 
— تطبيقات لحساب المصفوفة في الاقتصاد: 
JEN‏ الثاني 1: حساب الأسعار ودوران: 
JEM‏ الثاني. 1.1: التسعير: 
هناك شركة لتوزيع الوقود يوصي على بضاعة من شركة التعدين: 
2 طن من فحم الكوك» 1طن من الطوب» 3 طن من أنثراسايت. 
السعر للطن الواحد هي: 
فحم الكوك: 800؛ قوالب: 1000 الفحم: 1200. 
العمل المطلوب: 
حساب السعر الإجمالي على „A‏ 
ا حل ŚJ:‏ © الشعاع 8 
3 


شعاع الكمية وط شعاع الدفع حيث )200 1 000 1ء 800( = P‏ 


2 
PQ = (800 ,1 000 ,1 200) 8‏ : السعر الإجمالي على الدفع = 6200 
3 
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015535 إحصاءات الأسعار‎ 1,2. 361 JEM 
شركة تقوم بتصنيع السكاكين. إنتاحها يتألف في المقام الأول من 3 أنواع‎ 
.01 C2 C3 البنود المشار إليهاء والطلب من 4 عملا 4)ء‎ A1 A2 „AJ من‎ 


أسعار 1000 أجزاء على التوالي هي: 
A3: 1000 2.2 000 f s 8 000 f.‏ و Ar: A2‏ 


طلبات العملاء هى كما يلى GYL‏ الوحدات): 

CI للزبوت‎ : 7 0 

C2 لزبون‎ : 8 2 

63 : 0 

04 13 8 

العمل المطلوب: 

(I‏ احسب الثمن الواجب دفعه لقاء لكل عميل. 

2 حساب مجموع الكميات التي يتعين أداؤها. 

3 احسب بطريقتي الدحل الإجمالي الدخل للشركة من هذه العملية 


الحل: 
1) الأسعار التي يدفعها العميل: 
العرض الأول: جداء الأشعة: 
60 
0 46 =| 2000 | (7:2:0) بالنسبة Cq:J‏ 
80 


6 000 
Caid بالنسبة‎ (8.1.2) | 2000 |= 66000 
8 000 
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١ 6 000‏ 
36000 =| 2000 | )6:0:0( بالنسبة: و 


000 8 
000 6 
82000 =| 000 2 | (3:0:5) بالنسبة: Ca‏ 
000 8 
العرض الثابي: جداء مصفوفة مع شعاع 

720 46 000 

000 66 | _ مم 812 

600 Eod 36 000 

308 82 000 


2 الكمية الإجمالية للدفع: 


)10 .24.3( = )3.0.8( + )0:0 :6) + )1.2 :8) + (7:2:0) هو في ألاف أي 
.)000 10 .000 3 .000 24( = )10 :3 :24( 000 1 


3 الدخل JAW‏ 
- الحل الأول: 
60 
230000 = | 2000 | )10 :3 :24( 
0 8 
- الحل الثاني 


46 000 + 66 000 + 36 000 + 82 000 = 230 0 
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التمرين 1: لتكن المصفوفة = M‏ 





A= 


والأشعة العالية: et z=(1,1)‏ (1-,3) عو : 


xM; yM et zM یی‎ d 
złx! cy! والأشعة‎ M' أكتب المصفوفة‎ 2 
M.x' M'y' Miz أحسب‎ 3 


التمرين 11: لتكن المصفوفتان 


23 -l 
-20 -l 
-12 3 
40 1 


A +B «A -B 2A-3B : أحسب‎ d 
۸ أكتب المصفوفات '8 و‎ 2 
ط !ھ۸‎ ۸۰۸ A1B.B' أحسب‎ 3 
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التمرين 111: لتكن المصفوفتان 


1-8 و‎ 1 0 
2 3 
A=|0 2 0-2| B= 
14 
3.4 1 2 A 


1 أحسب BLA! A.B‏ ثم قارن بينهما 


Eiu 5 7‏ 5 ےڈ 
التمرين IV‏ لتكن المصفوفة والشعاع 
0 2 1- 
u=(13-1)‏ 3 |2 171 


© 
© w 
N 


u.M s M.u' أحسب:‎ I 


2 أحسب:'ن u.M' et M'‏ ثم فارن على التوالی مع M. u e M u‏ 
التمرين ۷: لتكن المصفوفة M‏ حيث: 
5- 2 
M =‏ 
=l . 3‏ 
أحسب محدد المصفوفة و مساعد مصفوفة والمصفوفة العكسية إن وحدت. 


العمرين 1 دراسة لشروط التصنيع. 

الشركة تقوم بتصنيع ثلاثة أنواع من قطع الغيار: 1٦ء P3 .P2‏ باستخدام 
المواد الأولية الأربعة: .M4 M3 M2 MI‏ 

مصفوفة العوامل التقنية هي على النحو التالي: 
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M, M, Mz M, 
gajoa 2 4 
212 1 3 6 
قاط‎ 2 2 4 
<F2 «Fl هذه القطع تستعمل في مصنع لتصنيع ا منتوجات التامة‎ 
مصفوفة العوامل التقنية هي على النحو التالي:‎ 3 


P, P, P, 
yof جو‎ 2 
و اظط-‎ 1 3 
3١3 2 2 


العمل المطلوب: 


تحديد الكميات من كل المواد اللازمة لكل نوع من المنتجات. 
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حلول تمارين الفصل الثاني 


التمرین1: 


N 
I 


لأنه من الممكن حساب DY x(1,2) M(2,3)‏ عدد خطوط المصفوفة 


يساوي عدد أعمدة الشعاء فنجد: 
<a -‏ 


l 
© 


أيضا: 
1 0 1- 
y.M =[3,-1] =[-5,-1,4]‏ 
=i‏ 1 2 
1 0 1- 
z.M =[1,1] =[1.1,0]‏ 
۱1.1 2 


http://www.opu-lu.cerlst.dz 





من الممكن حساب OY M/(3,2) x'(2,1)‏ عدد أعمدة المصفوفة يساوي 


عدد خطوط الشعاء. 
Č 3‏ 



































فنجد: 
5 )2 ]— 
Mx=|0 1 | >‏ 
1 2 
- 2 1 
a‏ 2 1 
31% 7 
M'.y =| 0 1‏ 
[4 | 4 1 
1 2 1- 
M'.z =| 0 1 8 1‏ 
0 1 
التمرين 11: 
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کے 
B (2x3).A' aa‏ 


A (2x3).A' (3x2) = 


B (2x3).B' (3x2) = 


)اگ 


N 


3 


x 


(2 


N 


2 


( يستلزم‎ A(2x3)= 





4 0 1 
أيضا:‎ LN 


=) 


0 | أي‎ B'(3*2) يستلزم‎ B (2x3) 
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التمرین 111: 
من المکن حساب DY ۸)3,4(. B(4,2)‏ عدد أعمدة المصفوفة الأولى 
يساوي عدد خطوط المصفوفة الثانية» فنجد: 


1 
1 3 4 -3 8 3 
2 3 
AB=|0 2 0 -2|_, حر‎ 0 
341 2], 10 25 
0 3 


B'(2*4).A '(4x3) = 





نلاحظ أن المصفوفة '8'.۸ هي منقول المصفوفة A. B.‏ 


:IV التمرين‎ 


(1 
-1 2 0 
uM= (1,3,-1)| 1 3 2|=(211,4) 
0 0 2 
-1 2 0 5 
Mu'=|1 3 1 3 |=|8 
0 0 2 -1 2 
2 
-1 1 0 
MJ sia حيث هي‎ Mu=|2 3 0 
022 5 
لدينا أيضا:‎ 
-1 1 0 
uM' =(1,3,-1)| 2 3 0|-(5,8,-2); 
022 
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وبالتالي: 
2 0)1 1 1- 
Mu=|2 3 01.13 |=|11): M.u' =(uM)‏ 
4 1-|/2 0 0 
التمرين IV‏ 
لدينا: 


det M=2.3 - (-5).(-1) = 6 - 5 =1 


3 5 
M حيث هي مساعد‎ : (adj wl; 1 


ما أن 1 = «det M‏ فان M‏ قابلة للعكس ولدينا: 
3ے 5 1 z‏ 1- 
M (2,2) = (adj M)/det M = e‏ 


VI التمرين‎ 


نلجأ إلى استعمال جداء المصفوفات Q=NM‏ 


5 3 2 63 24 
Q=|4 1 6x2 1 3 6 

32 1 
32 24 


الحسابات: 





22 23 6 

416 | 44 25 23 46 
321125 13 14 8 
Mı M» M; M4 
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الفصل الثالث 
نظم المعادلات من الدرجة الأولى ذات عدة مجهولة 


مقدمة: هذا الفصل ضروري» DY‏ نظام المعادلات من الدرحة الأولى يستعمل 
في الاقتصاد حساب المنافع المتبادلة. تطبيق آخر هام جدا للنظم المعادلات هو 
حساب AŚ‏ اقتصاد حيوي. 
(I‏ نظم المعادلات من الدرجة الأولى: 
إذا جمعنا بين كل المعادلات لتكون صحيحة 3 نفس الوقت نحصل على 
منظومة من المعادلات. وبصفة عامة» يقابل لٰدا المنظومة حل وحيد شكلت 
قيمة مجهولة. 
2 القرار من نظام المعادلات من الدرجة الأولى (الخطية) مع اثنین من الجهولة: 
المبدأً: ولحل مثل هذا النظام» يجب أن نقضي على واحدة من حھولء أي 
جعلها تختفي لأنما أكثر إلى أن حل معادلة من الدرجة الأولى» ما نعرفه. 
أ) القضاء بالاستعاضة: 
عزل واحدة من ا حھولة في المعادلة الأولى وتعويض هذه القيمة في الثانية. 
مثال. 1 ثالغا: 
حل: 


3x-2y=1 (1) 
3y-2x=6 (2) 
Dz x نحسب‎ 
x=(l+2y)/3 glam 3× - 2y =1 
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بعرض هذه القيمة ٹی: (2) 
3y - 2.)1+ 2y(/3 =6 (3)‏ تصبح 6 = ×2 - 3y‏ 
ویقی حل معادلة من الدرحة الأولى مع واحدة غير معروف؛ 
y=4‏ : رق تنص على ما يلي: 


تأحيل في هذه القيمة ld)‏ 7 نحصل على 3چ ا حل المطلوب هو 
4ع بن وی 


ب) القضاء على جانب المقارنة: 
نعزل واحدة من ا حھولة في كل من معادلات ونقارن القيم الموجودة. 


Jia‏ .1 ثالغا: 


3× - 2y = 1 „ax x=(1+2y)/3 
)2( نحسب × من:‎ 

3y-2x=6 („ex × = )3y - 2 
نقارن القيم:‎ 

(1+2y)/3 =(3y-6)/2 (3) 


ويبقى حل معادلة من الدرجة الأولى مع واحدة غير 4 = بومعروف؛ )3( 
تنص على ما يلي: 


الحل المطلوب هو x=3 y=4‏ 
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ج) القضاء بالاضافة: 
- نضرب المعادلة الأولى بمعامل × ا موجود في الثانية 
- نضرب العادلة الثانية بمعامل× الموجود في الأولى 
- الفرق للمعادلات المحصل عليها 
- نحل معادلة من الدرجة الأولى الحصل عليها 
مثال. 1 ثالغا: 
ja‏ 


3x-2y=1 (1)‏ 
)2( موہ 
نضرب العادلة d)‏ قي 27 والمعادلة (2) في 3 lać‏ على: 
-6x +4y=-2 (1)‏ 
)2( | 
الفرق للمعادلتين ا لحصل عليها يعطي: 20- = -Sy‏ الذي يعطي y=4‏ 
تأحيل هذه القيمة في d)‏ أو (2)» نحصل x=3‏ 
3 حل نظام من المعادلات لأكثر من مجهولين: 
سنفعل نفس الشيء کالنظام مع اثنين من امجهولة» ولكن حسابات 
أطول. وفي هذه الحالة» يمكننا حل هذا النظام وتطبيق مبادئ حساب مصفوفة. 


النظام: 
a.x+b.y+C.z= (1)‏ 
a'.x+b'.y+c'.z=d' (II)‏ 
a".x+b".y+c"z=d" (III)‏ 
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EX=F 
a b c x d 
E=|ja' b .ا۱ء‎ Xs ا تد‎ F=|d" حیبق‎ 
a" b" c" 2 d" 
Ax Ay Az i 
x= و‎ X= , Z= و حیت:‎ 
A A A 
A= detE 
d b < 
M=|d' b' c' 
d" b" c" 


:2 الثالث.‎ Jet 


5x+y+3z=6 
1I5x+3y-4z=—8 


x-2y-5z=1 

أ) القرار من خلال ضرب: 
نعزل By‏ (1) هو أسهل لأن هناك المعامل1. فنجد: 

y=6 -5x -3z 
.)3( بعرض هذه القيمة في (2) و‎ - 

15x + 3.(6 -5x -3z ) - 4z = -8‏ )2( الذي يعطي )4( z=2‏ 
x-2.(6 -5x -3z)-5z=1‏ )3( الذي يعطي )5( Ilx+z=13‏ 
ويبقى حل نظام المعادلات 2 من 2 معروف رھ و )45 التي تنص على 
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ما يلي: Z=2yx=1‏ 
والحل المطلوب x=ly=-Sz=2:a‏ 
أ) القضاء على جانب المقارنة: 
نعزل اف رل ‏ ری و رق 
x = (6 — y - 3z)/5;‏ )1( 


(2) x = (4z - 3y — 8)/15; 
(3) x = (1+ 2y + 57Z) 


= نقارن بين قيم حصل لاثنين من اثنين: 
(6-y-32)/5=(4z-3y-8)15 (4)‏ (2)و )1( 
(6-y-32z)/5=(l+2y+$5z) (5)‏ )1:68 
Jeż‏ على نظام المعادلات 2 مع 2 اججهولة التي شكلتها )4( 3 )45 EE‏ 
تحل بالطرق العادية. 
ب) القرار وذلك یاضافة: 
نزيل y‏ على kum‏ المثال ما بين (1) و (2) و رل و (3) 
- للقضاء على O)‏ و (2) 


3 نضرب العادلة را) في‎ )1( Sxty+3z=6 
نضرب العادلقری في ال‎ (2) 15 × + 3-42<--8 


)1( ل I5Sx+3y+9z=18‏ 
(2) ل 





-15x-3y+4z=+8‏ بالجمع بحد: 


6 138 الذي يعطي z=2‏ 4) 
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— للقضاء على d)‏ و (3): 
(l) Sxty+3z=6‏ يضرب في 3 
(2)15x+3y-4z=-8‏ يضرب في 1- 


)1( ل I0x+2y+6z=12‏ 
)3( ل 


بالجمع نجد: 


)5( 2- 2 الذي يعطي‎ IIx + z=13 

وهذا يتيح u‏ نظام المعادلات 2 مع 2 A gl‏ الق شكلتها )4( و (5» 
A»‏ تحل بالطرق العادية. 
التطبيقات لنظام المعادلات في الاقتصاد: 
المغال الثالث. 4: الخدمات التبادلة بين المراكز في تقييم الأسهم اجتماع 
الأطراف: 

مؤسسة تصنع وتبيع علب من الحديد الأبيض بفضل المادة الأولية قطعة 

© = każ Ę SC” عا‎ ١ 

الحديد الأبيض. هذه عمليات التصنیع تتم في ورشة عمل. نشاط الفترة 
Aaa‏ لتصنيع علب من نفس الطراز. التوزيع للتكاليف غير المباشرة بين 
مراكز يعطي النتائج التالية: 





٭ الإدارة 3725 
* القوة الحرکة 4059.9 
* الصيانة 16185.5 
* التموين 1577.9 
٭ إنتاج 146804.7 
* توزيع 81532 
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ويبين ا حدول أدناه يعطي مفاتيح التوزيع للمراكز المساعدة: 



































مقاتيح التوزيع 
الصيانة القوة الدافعة الإدارة 
المراكز المساعدة 
0 1 0 الإدارة 
2 0 1 القوة الدافعة 
0 1 1 الصيانة 
SM‏ الرئيسية 
l l 2‏ التموين 
5 5 
zul > 7 6‏ 
0 0 2 توزيع 
10 10 10 




















أعباء التموين تحمل لتكلفة شراء الحديد الأبيض. طريقة تقييم المخزون 
الذي تستخدمه شركة هي التكلفة المتوسطة المرجححة لتكلفة المشاركات مع 


تراكم المخزون الأولي. 


في بداية الفترة» كان في المخزون: 

- 20 طنا من الحديد الأبيض بتكلفة شراء متو سطة مرححة بثمن 5207.3 طن. 

- 100000 علب من هذا النموذج وتقدر تكلفة الإنتاج المتوسط المرحح 
J 93.16‏ .100 صندوقا. 
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خلال تلك الفترة: 


- دول كميات تخزين المواد الأولية وكانت (یئمن الشراء). 


- تم استعمال 70 طنا من الحديد الأبيض. 

- التکالیف المباشرة للأحور: 
9 للتصنيع 121394 <z>‏ 
* للتوزيع 0 دج» 

- ورشة العمل أنتجت 700000 «żle‏ 

- بلغت مبيعات صناديق 600000 السليمة لهذا النموذج. وكان تمن البيع ثابت 
حیث: [ .100 صندوقا 140 دج. 

أحسب الخدمات المتبادلة بين المراكز المساعدة. 

2- تقدم جدول التوزيع الثانوي للتكاليف غير المباشرة. 

3- تحديد منتلف التكاليف وسعر التكلفة والنتيجة. 


الجواب: 
الخدمات المتبادلة: 





الإدارة: 
x=37254+-— (1)‏ — 
10 
القوة الحركة: 
x 2z‏ 
y=4059,9+—+— (2)‏ > 
10 10 


ہم 
> 
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(8) 


(9) 


(10) 


> z=16185,5+-—+-- 6) 
10 10 
(2) 10د‎ >10y=40599+x+2z 
(3) x10>10z=161855+x+y 
(4) x5 > -10z =202995+5x+50y 
(5) 6->0=364850+6x+49y 
(T) >49y=364850+6x 
() x5 —30x=111750+3y 
(7) x5 24y=1824250+30x 
(9) —-30x=1824250-24y 
(8)x(8)> 0 =1936000-242y 
(10) —242y=1936000 
y=8000 
1) ووووس رہ‎ 3000 
10 
x=4525 
4525 8000 
(3) —©z=16185.5+ +—— 
10 10 


z=17438 
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جدول التوزيع الغانوي: 














STM‏ الرئيسية SIN‏ المساعدة مموع 
توزیع انتاج تموين مقابلة القوة | الادارة 
احرکة 

32815 | 146804.7 | 157759 | 185.5 16 | 4059.9 | 3725| 205 
b) 168 |-4525 | 452.5 | 452.5 4525 | 2262.5 905‏ 
600 5 800 800 | 8000- 800 3 
462.8 10 | 487.6 3 | 17438- | 3487.6 )2 
الح ركة 
205| صيانة 

168 0 0 0 6318 165130 | 33 720 























- التكلفة المتتالية والنتيجة: 
سعر الشراء من الحديد الأبيض: 
0 104 = دج 200 5 tx‏ 20 
0 58 = دج 800 5 tx‏ 10 
0 162 = دج 400 5 t x‏ 30 
0 324 = دج 400 5 t x‏ 60 
أعباء التموين: 6318 
تكلفة شراء الحديد الأبيض 318 330 = 505.3 5 tx‏ 60: 
قيمة المخزون الأول من الحديد الأبيض 207 5 tx‏ 20: 146 104 = 3 
104146-58 


المتوسط المرجح لتكلفة الوحدة: ٹن = 5430.8 
60 +20 


الحديد الأبيض المستعملة: 156 380 = 430,8 5 t x‏ 70 
اليد العاملة المباشرة مباشرة: ‏ 121394 
الأعباء غير المباشرة للإنتاج: ‏ 130 165 
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تكلفة الإنتاج: 680 666 =0.9524 b x‏ 000 000 7 
علبة تكلفة الانتاج I‏ .100 95,24 


x 93.16 = 3‏ 1000: تكلفة الانتاج ل . 000 100 Ale‏ المخزنة في بداية المدة: 


93160 + 666680 
20+ 60 


0 علبة: „M‏ سط المرجح لتكلفة الوحدة. 


= 94.98 


تكلفة إنتاج: 000 600 صناديق مباعة. 
x 94.98 = 569 880‏ 000 6 
أعباء اليد العاملة المباشرة للتوزيع: 120 153 
وزيع 

الأعباء الغير المباشرة للتوزيع: 720 33 

سعر التكلفة: 720 756 = 126.12 x‏ 000 6 

سعر البيع: 720 840 =140 x‏ 000 6 

التكلفة سعر: 720 756 


النتيجة: 280 83 
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تمارين الفصل الغلث 


التمرين 1: 


I‏ حل بالاستعاضة: 


0 حل باستخدام جانب المقارنة: 


y-2x=9 (1) 
3y+4x=47 (2) 


03 حل باستخدام طريقة الإضافة: 


7x-2y=17 (D 
2-3-6 (2) 


التمرین AI‏ 
حل النظام 
20x-2y-z=20 (1)‏ 
15x+y+z=-5 (2)‏ 
3y-15x-22=55 (3)‏ 
التمرين 111: 
اعثر على رقمين حيث مرتين الأول ناقص ثلاث مرات الثانية يساوي 
5 وأربع مرات الأول ناقصا ست مرات الثاني يساوي 45. 


التمرين 1۷: 

إن اثنين من المارة في وقت واحد في مغادرة المدينتين A‏ و8 يفصل بينهما 
2 کم وسيكون للقاء بعضهم البعض. 

الطرف الأول على المشي 6 كلم / الساعة. والثانية في الفترة من 8 السير 
4كلم / الساعة. بعد كم من الوقت يلتقيان. 
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التمرين۷: 


قد —a‏ 
1) لتكن المصفوفة: N=‏ 
RIEGO‏ )2 9 
حيث 8 و a‏ هما حقيقيا يختلفان عن الصفر. 
أ) أحسب ا حدد للمصفوفة cN‏ مساعده مصفوفة N?‏ والجداء NN”‏ 
ب) هل المصفوفة منتظمة ما هو السبب 
(Z‏ حل باستخدام حساب المصفوفة النظام: 


a.x—by=3 
سن‎ +2b.y=— 


2 حل باستخدام حساب المصفوفة النظام: 
2x+3y=l‏ 
—x+2y=3‏ 
التمرين VI‏ 


id) نظام المعادلات‎ „ŚJ 
2x+y+3z=a 
(1) :43x+2y+4z =b 


xtły-z=c 
لمصفوفة معاملات‎ AG aj .)1( أكتب على شكل مصفوفة النظام‎ (i 


X مركبات‎ (Xy 32) 
مركبات لآ‎ a b و‎ © 


ب) عبر عن: 
xy 2‏ بدلالة abc‏ 
x=‏ 
=)4: )2( 
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حلول تمارین الفصل الثالث 
التمرین 1: 
d‏ 
سپ x‏ من (1) 
2x =l+ty‏ يعطى t2)‏ = × 
< 3 
b wy‏ هذه القيمة $ (2) 
لے 
6):y=7=‏ 


3 يعطي‎ (I + 7/2 + 3y =1 


3 
= 


تأحيل هذه القيمة في رق مثلاء نحصل على 2= 3(/2 + 1) = × 
الحل المطلوب هو x=2y=3‏ 
2 نعزل ر في را و(2) 
)1( يعطي y=(9+2x)‏ 
)2( يعطي y=(47-4x)/3‏ 


- نقارن القيم التي حصل عليها: 
x=2‏ ید ;3/) 2x) =(47—4x‏ + 9( 


فی (l1)‏ مثلاء نحصل على y=(9+4)=13‏ 


تاحیل هده القيمة 


ا حل المطلوب هو13- ں2 -× 


B 
dy بداية نحاول كتابة 2 3 نفس الشكل‎ 
2( يعطي‎ y-3x-x=-16 يعني‎ -4x ty=-16 (3) 
النظام يكتب:‎ 
7x-2y=17 (15 
-4x+ y=-16 (3) 
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نرى لا یختفی إذا ضاعفنا المعادلة )3( مرتان وقمنا بعملية الجمع: 


(1) 7x-2y=17 
A) مضروب‎ -8x +2y=-32 
-x =-15; يعطي‎ × 5 
-2y=(17- عليها في ([)» على سبيل المثال» هنال(105‎ że نجعلل القيمة التي‎ 
y=4 الذي يعطي:‎ 
x=l5.y=44 الحل المطلوب هو‎ 


MI التمرین‎ 


يحل هذا النظام باستخدام القضاء بالاستعاضة: 


x = (20 + 2y + z)/20 
:)3( بعرض هذه القيمة $ ر2 و‎ 


igl: 15. )20 + 2y + 2(/20 + y+z=5 (2)يصبح‎ 








2y + 2/4 + )4 y/4( + (42/4) = 20/4‏ + 20) .3 یعنی: 
10y +7z=-40 (4)‏ 

(3)يصبح 22=55- 2/20 + 3y - 15. (20 + 2y‏ : أي: 

(12y/4) - 3. (20 + 2y + 2/4 - (82/4) = 4‏ + يعني: 
6y -11z= 280 (5)‏ 


نحل هذا النظام الحصول عليه: 


l0y+7z=-40 (4) 
6y-llz=280 (5) 
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نحسب ر من المعادلة )4( 
y = )- 40 - 0‏ 
بعرض هذه القيمة في المعادلة (5) 
تصبح المعادلة (5): 
0 - 2 11۔ 40-72(/10-).6 
أي: 
0 -2 يعني 3040 = 1527 - 


الحساب ر على سبيل المثال» نحعل القيمة التی وحدت في المعادلة h‏ 


1 
(4) 10y +7.(- 20(- 40 
„y= 10 الذي يعطي‎ 


لدينا من قبل: 
x = ) 20 + 2y +z 0‏ 
بعرض هذه القيمة الموحودة نحصل على: 
x=(20+20-20)20=1‏ 
الحل المطلوب هو: 20- z=‏ .10 = رء] = × 


التمرين 111: 


- اختيار المجهول: 
ليكن × العدد الأول و۷ العدد الثاني 


- العادلات: 
2 مرة الأول ناقص 3 مرات الثاني يساوي 15 5 2x - Ży=‏ 
4 مرات الأول ناقص 6 مرات الثاني يساوي 45 454 = x - 6y‏ 
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- حل النظام (بالإضافة): 
ناقص 2 مرة الأولى يعطي المعادلة 
4x + 6y - -0‏ - 
المعادلة الثانية تعطي: 
4x - 6y = 45‏ 
بالجمع نجد: 
y=l15‏ 
معادلة مستحیلق لا یو جد حل. 
التمرين 1۷: 
- اختیار اٹجھول: 
لیکن 
التقاء. 


وضع معادلات (المسافة = السرعة.الزمن) 
عندما تكون على مفترقات الطرق» والمشاة قد أكملت: × في أول 
ساعة والمسافة y‏ والنقطة .A‏ 


X‏ عدد معين من ساعات و ر المسافة تقاس ب كم بين التقاء. ۸ ونقطة 


y=6x 
هذه المسافة‎ X e المسافة الفاصلة بين باء من نقطة الاجتماع الثاني‎ 
.12 -y هي‎ 


12 -y=4x لدينا:‎ 
4x - 6y = 5 


J> -‏ النظام (بالإضافة): 
الأول يعطي المعادلة: 
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المعادلة الثانية تعطي 
12-y=4x‏ 


12=10x يعني‎ x=12h أو‎ Ih 12mn 


وسوف يجتمعون في نحاية 1 ساعة 12 دقيقة» ويمكن حساب مسافة ألف 


مساعد المصفوفة: 7 ,|=" 


جداء المصفوفتان Nos N'‏ هو: 
a b)f2b b) (0 0‏ 
NN'= =‏ 
—2a 2bj)\2a a 00‏ 
المصفوفة ليست عادية لأن المعين يساوي 0ء وبالتالي op‏ النظام لا يكون 
لما حل واحدء فإنه من المستحيل أو غير محدد. 
المعادلة الثانیة: oK -2a.x + 2b.y=-6‏ كتابتها 


s 


-2(a.x - b.y) = -2.3 أو‎ (-2) a.x - b.y = 3. 


النظام یتلخص 4 معادلة واحدة: 3= a.x - b.y‏ 
التي ها عدد غير منته من الحلول مهما كانت قيمة „X‏ 

إذا كان «y= (a.x - 3(/ b‏ فان (xy)‏ هو حل ax - b.y=3J‏ وللنظام 
وأیضا حل نظام معادلتان 3 = ax - by‏ الذي له عدد غير منته من ا حلول 


oy t 
-2a.x +2b.y=-6;x€IR 3 y=(a.x-3)/b 
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2x+3y=1 
-x+2y=3 


7 0|(x -7 
= 1» = -1 : JUL = day dil 
oka 0 | „l G) ي يعي‎ 


:VI التمرين‎ 

d) نظام المعادلات‎ (I 
[2x+y+3z =a 
(1):43x+2y+4z=b 


x+2y-z=c 





2.1 3% a 
3 2 4]|yl=b| أو‎ AX=U 
1 2 -1]z c 
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2 أولا لحل نظام d)‏ 


2x+y+3z=a 
(1) :43x+2y+4z=b 


x+2y-z=c 


(A) 

نرمز له ب: (B'I)‏ 4: )1( حيث: 
(CD‏ 
2.x+y + 32 =a‏ 


يستعاض عنها بما يعادل نظم 5 1 ("b‏ التي حصلت Lyle‏ يعادل 
ole gat‏ المعادلات الخطية من النظام بحیث في كل مرحلة من مراحل نقلص 
مجهول من 2 للمعادلات الثلاث و كان على النحو JU‏ 


2x+y+3z=a 
(1) :43x+2y+4z=b 
x+2y-z=c 
يكافئ‎ (1) 
(A'I) 
حيث:‎ (1°) 4(B'1) 
(C'1) 

(A'1)= (A1): 2.x+y+3z =a 
(B'1) = -(3/2)(A1)+ (B1): (1/2)y - (1/2)z = -(3/2)a+ b 
(C'1) = -(1/2) (A1)+(C1): (3/2)y - (5/2)z = -(1/2)a+ © 
(A'l) 

)1١( یکافی:‎ )1”(:4 )8'1( 
(C'1) 
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(A"1) =(A'1)-2(B'1): 2.x + 4z = 4a -2b 
(B"1) = (B'1): (1/2) y - (1/2) z = -(3/2) a+ b 
)01( = -3)8'1(+)0"1(: -z= 4a -3b + c 
(A"1) 
(19) یکافی‎ : )1"( 4(B"I) 
(i) 
m 


(A"1) = (A"1) + 4(C"1) : 2.x = 20a -14b + ع4‎ 
(B"1)= (B"1) - (1/2) (C'1) : (1/2)y =-(7/2)a+ (5/2)b-(1/2)e 
)0"1( = -3(B') + (C'1) : - و4 = ع‎ -3b + ع‎ 
x=l0a—7b+2c 
(2):4y=—7a+5b—c 
z=-4a+3b—c 
CD را" و‎ «ch و را" على التوالی لنظم‎ Hah الانتقال من النظم‎ 
ويمكن تحقيق ذلك باستخدام النموذج الحساب.‎ 
(A1) 
(1):4(BN) :)1( وبالتالي الانتقال من‎ 
(C1) 


(A'1) 
(1) :4 (B'1) ch إلى النظام‎ 
(CD 
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(A'1) = (AI 


(B'I) = -(3/2)(A1)+ (B1) 
(C'1) = -(1/2)(A1)+(C1) 


ست بضرب أعضاء المصفوفة التالية للنظام (: 





aji C‏ ہے 
من خلال لنموذج: 


مصفوفة خطية التشکیلات التي هي من حیث معام المعادلات التي تعطي: 


أى: 


PNV] = 


=- © N 


N NV نے‎ 


I 
o| >| 


(AT). (BI) et (C1) بدلالة‎ (A'1): (B'1) et (C'1) 


NZ 1 005, 
-3 
4|yl=|— 1 06 
2 
ج)/11-‎ c 
= ری‎ 

2 
يكافئ:‎ 
a 
x 1 
y|=l=>a 4 b 
3 2 
~ -1 
—a + c 
2 
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وهو شكل المصفوفة للنظام (1). 
أيضا ننتقل من النظام: 





(A'I) 
(1') 4(B'1) 
(C'1) 

إلى النظام: 
(A"1)‏ 
I: (B"1)‏ 
UCD‏ 


(A"1) = (A'1)-2(B'1) 
(B"1)= (B'1) 
(C'1) = -3(B'1)(C'1) 


ریب بضرب أعضاء المصفوفة التالية للنظام € 


1-20 
0 1 0 
0-3-1 
أي:‎ 
خرن ھ0‎ | 1 20 94 
o i glo ے‎ -tylo 1 ol-2a +% 
2 2 
0 =3 1 3 gk 41-فا‎ | 
0 > -> ——a + c 
2 2 2 
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AŚ, 
ده‎ 4), 4a - 21 
0 l ۱ y ت2‎ 
2 2 2 
0.0 ت‎ 4a-3b+c 


وهو شكل المصفوفة للنظام ("1) 


أخيرا ننتقل من النظام: 

۷1ھ 
:4(B"1)‏ )"1( 
6 


۸۷۷ 
A") 4(B"I) 
C"1 











(A''1) = (A"1) + 4(C''1) 
(B''1) = (B''1) - (1/2) (C'1) 
(C"1) = -3(B'1) + (C"1) 


حمست بضرب أعضاء المصفوفة التالية للنظام ۵2 


10 4 

تبه 1- 1 0 
2 

0 0 1 
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gl 
10 4 24) z 10 4 4a — 2b 
0 1 l 0 l y 0 1 l ah 
2 2 2 2 
00 1/0 0 57 ]8 1 پ|(4‎ - 3 +۶ 
ECH 
2 201-148 + 4c 
5 
0 y |= 00 - ۶ 
1 2 2 2 
0 ~ 4a —3b+c 


x=10a—7b+2c 


4 y=—7a+5b—c 


z=4a+3b—c 
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الفصل الرابع 
حساب التكاملات الحددة - الطرق المألوفة للتكامل 


في الميكانيكاء لحساب مركز الثقل» وقوة العمل؛ أو أطوال اججالات» في 
الكهرباء لحساب أعباء الكهرباء. آحر بالغ الأهية في تطبيق هذه التكاملات 
هو سعر المستهلك والمنتج أيضا في التكلفة الحدية ومتوسط التكلفة الأساسية في 
الاقتصاد. 
التكاملات: 
لیکن التابع ۶ ذو المتغير الواحد X‏ 
نستخدم (رمز المكاملة) | مثابة الدالة الأصلية للتابع f‏ 
- التكامل الغير حدود © + Rodt =F)‏ | ثل كل التوابع الأصلية ل A)‏ 
LK -‏ المعرف fod = F(x)-F(x0)‏ | عثل التابع الأصلي ل fx)‏ 
الذي ينعدم من أجل j .X= XO‏ 
- لیکن التابع المستمر ۶. نقول أن ۴ تابع „Lol‏ ل f.‏ على حال [x, x0]‏ إذا 
كان 0 = ن)”م مهما كان [0× tE [x,‏ 
- ما أن التكاملات معرفة من خلال التوابع الأصلية» لدينا: 
الخصائص الأساسية للتكامل: 
- لیکن التابع المستمر؟ على ا حال e]‏ ,8] . لدينا: 
i :‏ 


[roar = f f (Dar +f fd (علاقة شال‎ 


g a 
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a 


rod = -Í / 


b 


b a 
| Bat =-| fO)dt; (B € IR). 
a b 


التوابع الأصلية لبعض Jig‏ الأساسية: 











16) ۴ <(م‎ | f(x)dx 1%)  F(x) 

k k. x + C1 Ax5 Ax اکور‎ 
x’ (x"™*'/n+1) + C2 sinx |- cos x + C4 
1/x Logx + C3 cosx  sinx+C5 


تطبيقات التكامل في الاقتصاد: 
d‏ المستهلك وفائض الإنتاج: 

هناك توازن في السوق» اذا كانت المساواة بين الكميات المطلوبة Qd‏ مع 
الكميات المعروضة „Qe‏ 

العلاقة بين الطلب والعرض ستتوقف عن بيع كمية محددة من البضائع. 
في مقابل ذلك يظهر مبلغ العرض الذي uj‏ المنتجين أو الباعة على بيع كمية 
حددة من البضائع: 
دالة الطلب هي: 

P1 = f1(Q) 
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P 
A 
B 
Po 
fiQ) 
0 Qo Q 


الشكل 1: منحنی الطلب من المستهلكين وا منتحین 
يبين الرسم البياني الوارد أعلاه مختلف الأسعار بالنسبة للمستهلكين 
„I‏ يرغبون في مختلف كميات كبيرة من السلع في حال من التوازن في 
السوق إذا كانت الكمية متوازنة والأسعار متوازنة. 
الرسم البياني يظهر أنه إذا كانت دالة الطلب AF (O)‏ والسعر 0# يمكن 
أن نعرف فائض الإنتاج ب: 
دخل المستهلك - القيمة المدفوعة يعني: 


C.S - QQ,AB— QQ, BP, + ABP, 





00 
CS = | f(Q)d(0)- QF, 


وهدا ممثل بالمثلث: „ABP,‏ 
إذا فرضنا أن دالة الطلب خطية وتساوي P=a-BQ‏ فان: 








0 
Q0,AB = | ) 2-90 
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Q=Q0, یب‎ 
0 3 
| م‎ poo E iż | 
لكن:‎ 











9 2 
fia -poig E £ 9 ط وہ‎ po'y 


R +2 
Q0,AB = "وم‎ +> POY 


لکن وعند النقطة P=a-8Q :B‏ 











"وھ - Q0,AB = (a - BQ')Q =aQ‏ 
وبالتالي فائض الاستهلاك هو: 


2 1 PRS 1 = 
C.S =aQ -= p(Q Y -aQ + ”وھ‎ 
تر م- یی‎ 
ر‎ 


JEM‏ الرابع. 1: المستهلك وفائض الإنتاج 

مثال 1۷.1.1: 

إذا كان تابع الطلب هو .P=24-Q-Q7‏ وبافتراض P=4‏ 
كيفية اختيار المستهلك الفائض. 


الحل: 
على حساب 4 -5 لدينا *© - @- 24 =4 : يعني و۔ - 0 أو Q=4‏ 
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قيمة (-5) لا تتوافق» فنأحذ القيمة (4)» والاستعاضة في المعادلة cy‏ 


l حصل على:‎ 
C.S = Í 1000 - 0 
C.S = | )24-0 - Q 000 - (4X4) 
C.S = (24Q - (Q 2/2) - (Q 3/3)) - (4) (4) = 66.72 


هكذا يتم اختیار المستهلك الفائض. 
JEM‏ 1۷.2: التكلفة الحدية ومتوسط التكلفة: 
مغال1۷.2.1: 
إذا كان (MO)‏ هو التكلفة ا حدیة لبعض السلع العاشر 0.20 دينار 
جزائريء والتكلفة الثابتة السنوية 2000 دج. 
ي“ و و [a‏ 
أبحث عن التكلفة المتوسطة (AC)‏ مده السلع. 
الحل: 
من المفترض أن عددا من الوحدات الإنتاحية للسلع هو أن التكلفة الحدية 
مستمد من بحموع التعاون التقني بالمقارنة مع الوحدات المنتجة للسلع مثل: 


dTC 








MC=Z—=0.20 
TC = |McdQ = کے‎ =VC+FC (2) 
[0.2040 
= 0.20 dQ 


TC = (0.20)Q + C 
هو التكلفة الثابتة فهو ثابت في حالة‎ 
يعنى حيث © هو التكلفة الثابتة فهو ثابت في حالة‎ 


يعني: 0 = © عندما 2000 -0. 
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باستبدال 2000 C=‏ في المعادلة (2) نحد: 


TC = 0.200 + 2000 








> 
ac- TC _ 0.200 +2000 _ 0د‎ 2000 
Q Q 
TC=BC+FC 
MC = STE= 12050 
dQ 
FC =36 


TC = |McdQ = faze 5000‏ 
بهم -12L‏ 
0.5 
TC = 24e 9 +C‏ 
إذن التكلفة المتوسطة هي: 
AC = (TC)/Q = ((0.20)Q + 2000)/Q = 0.20 + (2000/Q).‏ 
هذه العلاقة عندما تبين أن عددا من الوحدات الإنتاحية للسلع ŻW‏ 
الزيادات» فإن ذلك يؤدي إلى حفض تكلفة الإنتاج للوحدة الواحدة ونحن 
نلاحظ أن المعادلة (2) تمثل: 


TC=VC+FC 
:1۷.2.2 مغال‎ 
إذا كانت التكلفة الحدية هي:‎ 
MC =(dTC)/dQ=l2e** s FC=36. 
AJZY التكلفة‎ > al 
الحل:‎ 


العثور على حموع تكلفةء نكامل التكلفة المامشية على النحو التالي: 
+C‏ ©5959 ہر ۔ MC dQ =| (12e ° dQ‏ دعر 
FC = TC = 6‏ عندما 0= Q‏ 
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بالتعويض 6+ 7% 36=24e‏ 
حيث: قن 
إذن: 12 -<0 
و بالتالي: 12+ 0ے TC=24e‏ 
مثال 1۷.2.3: 


إذا كانت التكلفة الحدية هي: 


> 
MC = (dTC)/dQ = 25 +30Q - 9Q ˆ 
C=FC=55 3 


أوجد: 

(TO) التكلفة الإجالية‎ (i 

ج) التكاليف المتغيرة (VC)‏ 

الحل: 

أ) العثور على mź‏ ع AAŚG‏ تشمل التكلفة الحامشية على النحو التالي: 
+30Q -90 dQ = 250 - 15Q 2 -3Q°+C‏ دی زہ ول TC = j MC‏ 


C=FC=55 et Q =0 وما أن:‎ 
TC = FC = 55 فان:‎ 


إذن: 55+ -3Q"‏ 250-1502 -70 
©( لحساب AC‏ 
کما جیم A.‏ نسبة التعاون التقنی وعدد من الوحدات الإنتاحية» ومن م 


AC =(TC)/Q = 25 + 150 ود۔‎ + (55/Q). 
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ج) لحساب VC‏ أي حساب الاستثمار الرأسمالي؛ في الاقتصادہ والمعروف» 


من خلال ما يلي: 
TC=FC+ VC‏ 
وبالتالي: 
VC=TC-FC‏ 


2 ود۔ ودر + VC = 25Q‏ 
المثال الرابع. 3: الناتج الحدي والناتج المتوسط: 
JEN‏ ۷.3.1 
إذا كانت دالة الاستيراد ا ٰامشیة هى: 
MR = 20-20-07‏ 
لذ aj‏ جد: 
(i‏ من بحموع الواردات طن تبريد 
ب) الطلب. 
الحل: 
العثور على استيراد الميزة» فإنه تكامل الدالة هامشية الأهمية على النحو التالي: 
C‏ +( وروں۔ 2و -Q^ dQ = (20Q-‏ 2 - من [ = MR dQ‏ | دعر 
C=FC=55et Q =0‏ 


; "تر 

C یعطی‎ TR=0 فان:‎ 

إذن: 3 TR = 200-02 - (1/3)Q‏ 
ب) ai‏ کے سو 


P=AR=(TR)/Q= (20Q- Q? (13) Q` وڈ‎ 
P= AR = (20-Q-(1/3)Q 7 
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تمارين الفصل الرابع 


التمرين 1: أحسب التكاملات التالية: 


a) f dx, Í za dx. 


b) f (1/3)xdx, Î x (1/2) dx, Í 5x dx. 
التمرين 11: أحسب التكاملات التالية:‎ 


7 dx; ek 
1 
(3x +x —2x +x+5)dx, 
1 5 
c) F dx; 5 dx 
:111 التمرين‎ 
إذا كان الطلب على السلع الأساسية هي:‎ 


P=45-0.5Q 


العثور على فائض المستهلك (خدمات العملاء) عند السعر المتوازن 
يساوي 32.5 وكمية متوازنة 25 = 0©. 


HV العمرين‎ 


إذا كان لنا أن دالة التكلفة الحدية لإعطاء هي: 





C= dTC 


=25+200 -90° 
dQ 0 
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أوجد: 

(TO) التكلفة الإجمالية‎ i 

ب) متوسطة تكلفة (AC)‏ 

ج( التكاليف المتغيرة (VC)‏ 

التمرين :V‏ 
ذا كان ال ل 8 2 — 

P=(Q+3) إذا كان الطلب على السلع الأساسية هي‎ (I 

العثور على فائض انتج إذا كانت التكلفة المتوازنة تساوي 81- P,‏ 

والكمية المتوازنة هي: 81= ۸ 

2 إذا كانت ab‏ الطلب على السلع الأساسية هي: 25-02-/ 
ودالة 20+1 - م 


أحسب المستهلك الفائض والمنتج الفائض. 
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حلول تمارين الفصل الرابع 
التمرين 1: 
ثابت a) x+CI;CI‏ 


= نے 
x 7!‏ )1+ )12( 


12) 


= ثابت: وم ہوم + 1/2 مور‎ 
2 2 7 
b) (1/3). (1/2).x =(1/6)x +03: 03 iet 
(3/2). عر‎ 32 + C4; C4 ثابت:‎ 


(5/2). ×+ C5; C5 ثابت:‎ 


التمرین 11: 





4 : 4 56 7 ; l 
a) IK 0 3 4 z), 
1 6 = 6 
|EZZ |; -£ <) 3(0)=0 
۱ 6.6) 6 


b) fex +x —2x +x+5)dx 














= Í 3x" dx+ j x dx- j 2x dx + j xdx + fsa 








25 (-2) 2 (-2) 
=3 ا‎ 5.(2-(-2 
Ê a Ê با‎ 5 
ةو‎ (3-7 )+52+2 
5 5 3 3 


c) jęd=e -e 1ے ے‎ 
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التمرين 111: 


انطلاقا من المعادلة التالية: 
0 


C.S = M(Q)d(Q)-Q,F, 


0 


= Í (45-0.50)dQ —(25X(32.5) 


= | 45)25(-0.25)25(* ]-[0]-812.5 


=1125—156.25—812.5 
=1125—968.75 
CS =156.25 


وهدا kę‏ فائض المستهلك. 
التمرین HV‏ 
TS = | MCdQ = | )25+300 -90°)dQ‏ 
|+C‏ 30°- 150°- 250[ 
TC - 2750 -150° -30° +6‏ 











Q-0 et C= FC=55 آن:‎ wą 


TC=FC=55 إذن:‎ 





TC =250 -150° -30° +55 وبالتالي:‎ 


82 


http://www.opu-lu.cerlst.dz 





_TC _25Q-15Q-3Q +55 





AC 
Q Q 
+ 55 
25+150 -30 H 
:VC لحساب‎ 
لدينا:‎ 
TC = FC+VC 
VC=TC-FC 
VC =250 -150° -303° 
:V التمرين‎ 


1 انطلاقا من المعادلة التالية: 
00 


P.S = Q,F, - | f(Q)d(Q) 


0 + ©) |(6)81) = 
| 2+2 مور ۔ 
3 


-486-5013 | 


6 
o 








= 486 -243-9 
= 486 — 234 
P.S = 252 
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2 نحسب التكلفة المتوازنة والكمية المتوازنة: 
نعلم أن السوق: ,2= ,0 
وبالتالي: 
25-02 -20+1 
0 -25-:20+02 
لحساب الكمية المتوازنة: 
0 - (0+6()0-4) 
يعني نأحد الكمية المتوازنة: 4 = ,0 
ونرفض: 6--0 
ولحساب التكلفة المتوازنة من أجل: 4 - ,0 


لدينا: 
25-0 -م 
)25—(4= 
25-16= 
P=9‏ 


وباستخدام المعادلة التالية: 


Qo 
C.S = | f(Q)d(Q)- ©, 


=|/(25-0)d0-0)(4) 
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IRE‏ 2ھ 
١‏ 2|-|* 2 
[so o 36‏ )0 250[ 


=[100-21.33]-36 
=78.67-36 
=42.67 


ولحساب فائض المنتج نستخدم المعادلة :AJUJ‏ 


Qo 
P.S = 0, - | F(Q)d(Q) 


= (4)(9)- | (20 +40 


- 4 
=36-[0 +Q] ; 


=36-|(4) +(4) |--[0] 
=36-[16+(4)] 





85 


http://www.opurlu.cerlst.dz 





86 


http://www.opu-lu.cerlst.dz 





نصوص المسائل 


في شركة» ورشة العمل طا إنتاج حيث التكاليف المتغيرة تتناسب مع 
النشاط التى 
التكاليف الثابتة = 6000 دج 
التكاليف المتغيرة | . 400 وحدة = 8000 دج. 


التكاليف الشبه متغيرة هي: 


حددها عدد من الوحدات المنتجة. 





من أجل إنتاج 
وحدة 600 وحدة 500 وحدة400 
2250 2123 2000 


1- حدد بطريقة أعباء بيانية االجزء المتغير وا جزء الثابت للتكاليف الشبه متغيرة. 
2- بين في حدول من أجل الإنتاج 400ء 500 و 600 وحدة: 























- التكاليف المتغيرة الإجمالية والوحدوية؛ 
- التكاليف الثابتة الإجمالية والوحدوية؛ 
- التكاليف ا حموع الإجالية والوحدوية. 
3- وضح معادلات وإشكال بيانية لنفس هذا الإنتاج 400 من أجل 500 
و 600 وحدة» ا خاصة ب: 
- التكاليف المتغيرة الإجمالية؛ 
- التكاليف المتغيرة الوحدوية؛ 
- بحمل التكاليف الثابتة؛ 
- التكاليف الثابتة الوحدوية. 
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1 أت اه‎ KS سے‎ E A 1 کٹ‎ l 
إنتاج أكثر من 600 و حدة يفرض على شركة لمواد أولية التمديد. وهناك‎ ۱ 
استثمارات جديدة‎ „GUI أكثر من 1000 من إنتاج الشركة لوحدات التمديد‎ 

تؤدي إلى زيادة التكاليف الثابتة. 
هذه التكاليف» وبعد الأعباء في ضوء الدور التكاليف شبه المتغيرة 
لأحزاء متغيرة وأحزاء ثابتة هي“ عموماء على ما يلي: 
من أجل إنتاج التکالیف 
وحدة 1500 | وحدة 1200 | حدة 1000 | وحدة800 











875 31 500 25 210 | 17000 | التكاليف المتغيرة 
750 18 750 18 12500 | 12500 |التكاليف الثابتة 





625 50 250 44 33570 | 29500 | التكاليف الكلية 























4 مثل على نفس الرسم GUI‏ (للمنتجات تتراوح من 400 إلى 1500 وحدة): 
- التكاليف المتغيرة الإجمالية؛ 
- التكاليف الثابتة الإجمالية؛ 
- تكاليف ا حموع الإجمالية. 
المسألة الثانية: 
تغيرات الأعباء الخطية - معادلات وأعباء بيانية: 
في الأعمال سوى نوع واحد من المنتجات» من أعباء الدراسة لمختلة 
مستويات النشاط ويؤدي إلى ما يلي: 
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b UI مستوى‎ 

000 4 000 3 2000 000 1 النفقات 
8000000 | 6000000 | 4000000 | 000 2000 | مصاريف الإستغلال 
5000000 |5000000 | 5000000 | 5000000 | أعباء ala‏ 
5000000 | 4000000 | 3000000 | 2000000 | اعباء شبه متغيرة 
العمل المطلوب: 
lale‏ أن تغييرات الأعباء خطية؛ 


d‏ وضح لكل من الفئات الثلاث من التكاليف: 


و ية. 
)2 


- معادلات التكاليف» 


2 


- وحدة معادلة الأعباء JI‏ حد 


2 أجمع الأعباء إلى نوعين: 
- التكاليف المتغيرة في المعادلة» ومعادلة الوحدة المتغير. عرض الأعباء البيانية. 


- المعادلة الثابتة ومعادلة وحدة ثابتة. عرض الأعباء البيانية. 


3 وضح التكلفة الإجمالية oib‏ المعادلة والمعادلة من متوسط التكلفة. عرض 
الأعباء البيانية. 
4 في حال حدوث زيادة في نشاط لإنتاج أكثر من 000 4 وحدات» ويعتبر 
التغيير الميكلي ما يؤدي إلى زيادة التكاليف الثابتة (بما في ذلك تلك الواردة 
في الأعباء شبه المتغيرة) ب 50 /. 


ماذا يحدث لأعباء بيانية ومعادلات المقررة في الثاني والثالث من أسئلة؟ 
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المسألة الغالئة: توزيع غير المباشر بين مراكز التحليل: 
الشركة وضعت مجموعة من المعاملات التقنية الرئيسية المقابلة للتوزيع غير 
المباشر بين مراكز التحليل: 





610 
620 


630 
640 
606 


650 
681 








ie A SIN 
تسيير المعدات | إدارة‎ 
500 05.0 
80.0 05.0 
05.0 45.0 
10.0 
40.0 - 
10:0 10.0 
05.0 05.0 








التموين 
05.0 
05.0 
10.0 
20.0 
10.0 
20.0 
05.0 


STM‏ الرئيسية 
التوزيع الإنتاج 
10.0 30.0 
05.0 05.0 
10.0 30.0 
60.0 010 
40.0 10:0 
30:0 30:0 
05.0 80.0 
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لشهر يناير» القسمة الموزعة تبين المبالغ التالية بالاف دينار: 
حسابات 610: 
حسابات 620: 
حسابات 630: 
حسابات 640: 
حسابات 606: 
حسابات 650: 
حسابات 681: 


العمل المطلوب: 


d‏ إعطاء مصفوفة تمثيل حساب التوزيع. 


GL 2‏ التوزيع. 
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المسألة الرابعة: إحصاءات الأسعار والتكاليف: 
أ) شركة تقوم بتصنيع منتجات أربعة: 
المنتج 1ھ والتي تقاس بآلاف الأجزاء المصنعة. 
المنتج ۸2 والتي تقاس بآلاف الأجزاء المصنعة. 
zl‏ 3ھ والذي يقاس بالطن 
المنتج ۸4 والذي يقاس بالطن 
ولتصنيع هذه المنتجات» وهي الشركة MI g M2‏ (بالطن)» من تستخدم 
حامات الكهرباء (بكيلووات ساعة)» اليد العاملة (ساعة عمل). وهكذاء فان 
وحدة إنتاج 1 تطلب: 
0 كيلو وات ساعةء 50 (-elLYM2‏ هو aMI Gb cl‏ 3 طن 
ساعة عمل» وإنتاج وحدة فان وحدة إنتاج 42 تطلب: 
0 كيلو وات ساعة» 30ساعة هو عمل MI‏ طن من MI‏ ولإنتاج وحدة 
فان وحدة إنتاج ۸3 تطلب: 
0 كيلو وات ساعةء40 ساعة M2‏ من العمل ھو0ء طلب 4 طن من 
1 وإنتاج وحدة فان وحدة gl!‏ 44 تطلب: 
0 كيلو وات ساعة» 40 ساعة من العمل» 4 من أطنان M2‏ و 2 طن 
من „MI‏ 
العمل المطلوب: 
مثل المصفوفة للمعاملات التقنية (المنتج: عوامل الأعمدة). 
پ) „ui‏ العوامل هي: 
تكاليف „AMI‏ 800 دج للطن الواحد. 
تكاليف M2‏ هي 3000 دج للطن الواحد. 
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4 دج لكل كيلووات ساعة التكلفة» 
5 دج لكل ساعة عمل التكاليف. 


باستخدام المصفوفة أحسب تكاليف الوحدة من ا نتجات3ھ۸ء ۸2ء ۸1 


(I‏ باستخدام مصفوفة العوامل أحسب كميات المستهلكة. 
2 تحديد التكلفة الإجمالية لكل نوع من المنتجات. 
3 تحديد باستخدام الأشعة التكلفة الإجمالية للشركة. 
المسألة الخامسة: الخدمات التبادلة بين المراكز المساعدة: 

مساعد مركز يمكن أن تحصل على مركز خدمات أخرى مساعدة نفسها 
التي توفر هذه ال خدمة. وهذا ما يسمى عبر نقل أو المنافع المتبادلة. 

إننا قادرون على حل المسألة بالطريقة الجبریة وهي نظام المعادلات مع 
عدد غير معروف معادلات من الدرجة الأولى N‏ مراكز تقد الخدمات 
المتبادلة, إذن يوجد نظام „Św N‏ خدمة متبادلة إذ وجد. 
العمل المطلوب هو: حل لهذا النظامء وتطبيق مبادئ حساب مصفوفة. 


في GSA‏ انين من STU‏ المساعدة صيانة و الطاقة لمم المنافع المتبادلة. 
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في توزيع أولي للتكاليف الغير مباشرة يوفر المعلومات التالية: 





مجموع المراكز | SIN‏ المساعدة 


الطاقة الصيانة المبلغ التكاليف غير مباشرة 


© 








036078 80625 | 12852 | 257 454 اجموع 1 بعد التوزيع 























وخلال هذه الفترة» سجل مركز الصيانة 1200 ساعة من اليد العاملة 
المباشرة والطاقة المركزية 000: 180 كيلووات/ساعة. 
صيانة SM‏ تلقت 0 2250 كيلووات/ساعة من مركز للطاقة وم رکز 
الطاقة تلقى 200 ساعة من اليد العاملة من مركز الصيانة. 
d‏ أعر ض الحساب الجبري للخدمات المتبادلة بين هذين اطر كزين المساعدين. 
ب) أعرض جدول التكاليف الغیر مباشرة بعد توزیع الثانوي. 
في مؤسسة وبعد التوزيع الأولي للمصاريف غير المباشرة» فإن تكاليف 
تحليل المراكز هي على النحو التالي: 
٭ المراكز المساعدة: 
إدارة 16530 
صيانة ‏ 42600 
SM ai .‏ 
التموين 35630 
وحدات العمل يتم اختيارها: 
- وبالنسبة لمركز التموين: كيلوغرام من المواد الأولية المشتراة. 
- للتصنیع: كيلوغرام من المواد الأولية المستهلكة. 
- للتركيب: الساعة/ آلة. 
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- وبالنسبة SJ‏ توزيع: 100 دج من رقم الأعمال فإن المراكز المساعدة 
بالنسبة ا مثویة OŚ‏ كما يلى: 
التوزيع |التركيب | التصنيع | تموير صيانة الإدارة SU‏ 


L 








10 30 40 10 10 الإدارة 
40 40 10 10 الصيانة 


























خلال الفترة: 
* المدحلات كانت تقدر ب 16880 كيلوغرام من المواد الأولية» 

٭ ورشة التصنيع استعملت 14.095 کیلوغرام من المواد الأولية» 

* عدد ساعات اليد العاملة gl‏ بلغت 5415 عامل 3 ورشة الت LŚ‏ 


> 





© قيمة المبيعات ارتفعت إلى 000ء575 ف. 
أ) حساب الخدمات المتبادلة بين STW‏ المساعدة. 
ب) عرض الحدول النهائي لتوزيع التكاليف غير المباشرة. 
ج) تحديد تكلفة ونتيجة للطلبية رقم 512 المسعرة ب 60000 دج. 

هذه الطلبية المتمومة استهلكت خلال الفترة 1250 كيلوغرام من المادة 
الأولية بسعر شراء و 18/كغ و 620 ساعة من اليد العاملة ب 36 ساعة 
(من ضمنها 200 ساعة 3 ورشة التصنيع و 420 3 ورشة التركيب). 

وتبلغ التكلفة الإجمالية للصناعة (بالسنتيم) وترتبط الكمية المنتجة. 
المسألة السادسة: 

نعتبر شركة تنتج منتوج A‏ التكلفة الكلية للإنتاج JL)‏ لسنتیم) هي متعلقة 
بالكمية المنتجة (بالطن) ممثلة بالعلاقة: 

- 69°- أو = C(q)‏ 
العمل المطلوب هو: 
التكلفة Cm(q)‏ والتكلفة المتوسطة لكل وحدة من الإنتاج .Cu(q)‏ 
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أ) 1) أحسب بدلالة q‏ حدیة من الإنتاج. 
2 ما هو الإنتاج 0 الذي من أجله OŚ‏ تكلفة الإنتاج لكل وحدة لما حد أدن. 
برهن أن Cu(q) = Cm(q)‏ ثم عمم هده النتيجة. 
3 وضع على نفس الرسم GLI‏ الذي يمثل منحنيات(7)0© و Cm(q)‏ من 
أجل 5 > و>0. 
4) إعطاء تفسير البيانية النتيجة. 
ب) 1) ومن المفترض أن تكون هذه الشركة الكمال» وسعر السوق للوحدة 
التابعة ل ۸ هو 24-م. 
2 برهن إلى أن أرباح الشركة یمکن التعبير عنهاء May‏ على يتوقف على 
كمية إنتاج جید ل .ې في ظل الصيغ التالية: 
B(q)=a(p-Cu(q)) (1)‏ 


B(q) = | (p= Cm(x))dx (2) 
0 


3 ما هو الإنتاج QM‏ الذي من أحله يكون حد أقصى للأرباح التكلفة 
برهن أنه من أجل = الحدبة تساوي م. 

4 برهن أن المساواة بين كل من العبارتين ل . (8)0 يترحم بمساواة 
المساحتين على الرسم البیانی الانحياز ألف (3. 
عرف هذين المجالين من أجل 0-024. 

ج) d‏ ومن المفترض OW‏ أن إنتاج الشركة من التأثير في السوق» وأنه pa‏ 

الوحدة من ألف جیدا ذ . المرتبطة به قانون الطلب p(q)=32-q‏ 

2 حدد بدلالة م وفقا لأرباح الشركة. 

3 ما هي كمية و "الأمثل" الإنتاج لتحقيق أقصى قدر من الربح. 

4( احسب مرونة 0/۹ الطلب بالنسبة إلى الأسعار. 
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حلول المسائل 


المسألة الأولى: 
التكاليف المتغيرة والثابتة: 
الجزء CU‏ والجزء المتغير للتكاليف الشبه متغيرة: 


أعباء شبه 














400 500 600 


الرسم البياني للتكاليف الشبه متغيرة يبين أنه عبارة عن دالة خطية من 


النوع على استقامة واحدة 400 = x = 500 et x = 600 «x‏ لأن النقاط الثلاث 
„y=ax+b‏ 
إیجاد المعادلة: 
2000=400a+b‏ )1( 
2250=600a+b‏ )2( 
=200a‏ 250 )1(-)2( 
a=1.25‏ 
b= 2000 - 400 x 1.25‏ )1( 
b= 1 500‏ 
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0 دج والتكاليف الشبه متغيرة ستشمل 11.25 من النفقات الثابتة 
التكلفة المتغيرة لكل وحدة منتجة. 
التكاليف 
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جدول الأعباء: 


























من أجل انتاج 

600 500 400 التكاليف 

الوحدوية | الإحمالية | الوحدوية | ajlayl‏ | الوحدوية | zly‏ 

śl التكاليف‎ | 8000 | 20 |10000| 20 |12000| 20 

soo | 1.25 | 625 | 1.25 | 750 | 1.25‏ | المتغیر 
للتکالیف شبه 
متغيرة 

5 | 12750 | 21.25 | 10625 | 21.25 | 8500 | التكاليف المتغيرة 

0 ck | 6o00 | 15 | 6000 | 12 | 6000 | 10 

2.50 | 1500 3 0 | 3.75 | 1500 الحزء الثابت 
متغيرة 

12.50 | 7500 | 15 | 7500 | 18.75 | 7500 | مجموع التكاليف 
الثابتة 

33.75 | 20250 | 36.25 | 18125 | 40 | 16000 | التكاليف بحموع 
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3( التكاليف الثابتة العامة: 










الشكل العام J=b‏ التكاليف 
500 
0 10-7 
> 
الكمية 600 500 400 
تكاليف الوحدة الثابتة 
+التكاليف 
b‏ 
الشكا العام حدر 
X -‏ 
7500 _ 








y 








الكمية 
كلما زاد الإنتاج كلما انخفض العبء CUI‏ الواحد. 
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التكاليف 


50 625 


44250 


33750 


29500 


20250 
8125 


4„ الأعباء والتغییرات الميكلية: 






CF 
y=18750 








6000 


7500 





y=12500 





الكمية 


400 500 600 800 1000 12000 
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) معادلة الفئات الغلاث: 


المسألة الثانية: 
































أعباء الوحدة m‏ + الأعباء 
y=2000x y=2000‏ مصروفات التشغيل 
y=5 000 0 y=5 000 000/x‏ حسات wad‏ 
1000x+1 000 000‏ 500 
سسس در | x+1000000‏ 100م | نفقات متنوعة 
x‏ 
ال > = إلى فيئتين 
أعباء الو حدة E gt‏ الأعباء 
و وع 
x y =3000‏ 0-3000 | مصروفات التشغيا a‏ 


Ka حساب‎ |  y=600 0 





y = 6000 00 x 











6000 000 


التكاليف الثابتة 








2 
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6000000 


SEEM Y = 6000 27 











> 1 
X‏ 4000 3000 2000 1000 0 
التكلفة الكلية والتكلفة المتوسطة 


التكلفة الكلية: 
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الک فة المتوسطة : 000 000 y= 3000x+6‏ 


x 


JAP تغیبر‎ 





0 4000 x 


التكاليف الكلية 
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التكاليف الوحدوية: 


_ 3000 X_+ 6 000 000 


y= 
X 

.... 3 000 X + 9 000 000 

l X 
l C.M 
Cy. 
ئیی_‎ 000 CE 

X X 





المسألة الثالثة : 


(I‏ مصفوفة التمثيل لحساب التوزيع: 
لیکن: 
شعاع التکالیف ۷ 
مصفوفة المعاملات ١N‏ 
شعاع جحاميع المراکز5 
حيث: )580 ,200 ,350 ,390 ,800 ,600 ,3200( = V‏ 
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0,50 0,05 0,05 0,30 0,10 ) 
0,80 0,05 0,05 0,05 0,05 
0,05 0,45 0,10 0,30 0,10 
M=| 0,10 0 0,20 0,10 0,60 
0,40 0 0,10 0,10 0,40 
0,10 0,10 0,20 0,30 0,30 
0,05 0,05 0,05 0,80 0,05 


2( حساب التوزيع: 
لنحسب S‏ 


0,50 0,05 0,05 0,30 0 
0,80 0,05 0,05 0,05 5 
0,05 0,45 0,10 0,30 0 
0,10 0 0,20 0,10 0,60 
0,40 0 0,10 0,10 0 
0,10 0,10 0,20 0,30 0 
0,05 0,05 0,05 0,80 5 





V 3200 600 800 390 350 200 580] 2348 599 452 1828 893 S 
G.P. G.B. A.P Pr. Di. 


المسألة الرابعة: 


A‏ مصفوفة معاملات التقنية: 


3 1 300 50 


5 
1 
N 


500 30 
o 1000 40 


N E 


4 600 40 
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ب. شعاع الأسعار: 


تكلفة الوحدة: 
6270 800 50 300 1 23 
MP=| 2 1500 0 3000 | | 5250‏ 
4200 0.4 40 1000 0 4 
440 14 15 40 600 4 2 
ج)1) كميات كبيرة من العوامل التي تستهلك: 
Q = (200 .80 800 ,300(‏ : أشعة المنتحات 
0 300 1 3ٴ 
QM = (200. 80. 800. 300(| 2 1 500 0‏ 
40 1000 0 4 
40 600 4 2' 


)400 56 .000 080 1 .480 1 .560 4( = 
1( جموع التكلفة وفقا لنوع امنتج: 


A, :200x6270  =1254000 


A, :8x5250 = 420000 
A,:800x4200 = 3360000 
A, :300x414440 = 4332000 
التكلفة العامة:‎ 
الطريقة الأولى:‎ 
60 
5 0 
)200 80 800 300( = 9 366 000 
4 200 
14440 
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الطريقة الثانية: 


800 / 
m = 9 366 000‏ )400 56 1080000 1480 4560( 
15 . 
المسألة الخامسة: 


1- أ) الحافظة على الم رکز يستقبل (1/8) لمركز الطاقة )22500 كيلووات/ساعة 
على ما مجموعه 180000). ويتلقى المركز مقابلة (1/6) لمركز الطاقة 
)200 ساعة على ما بحموعه 1200). 


لیکن x‏ تكلفة مركز الصيانة 
وليكن yx‏ تكلفة مركز الطاقة 
( لتكن الأولية بعد توزيع الأعباء والفوائد التي aż‏ منها.) 


1 
x=12852+ ۾‎ ¥ (1) 


1 
y= 80 625+ =x (2) 


8x = 102 816+ y (1) 


-4 × = 80 625 - y (2) 


fy = 183 441 
x = 23 418 
y = 84 528 
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ب) جدول تقاسم الأعباء بعد التوزيع الثانوي: 

















المراكز المساعدة التكاليف الغير مباشرة 

الطاقة الصيانة 
780 360 80 12852 مو ع 1 بعد التو 
)4( 19515 |)3903(3 + | 23418 - مجموع 1 بعد التوزيع ‏ 
)2( 73962 |84528 - |)1( 10566 + أ مركز الصيانة مركز الطافة 
5 454 0 0 مجموع 2 بعد التوزيع 

)1( برخ‎ - 4 528 = 10 566 
7 7 
(Or = 4 528 = 73 962 


903 3 = 23418 رم 
gr =‏ 


5 5 
or - 8 418 = 19515 


2- أ) الأرباح بين الإدارة والصيانة: 


لیکن (التکالیف بعد توزيع النفقات الأولية المعروفة X‏ التكلفة 
تلقى + الفوائد) لمر كز الإدارة. 
التكلفة هناك تكلفة (بعد توزيع النفقات الأولية المعروفة ŚJ y‏ 


تلقى + الفوائد) SJ‏ الصيانة 
نظام المعادلات كما يلي: 


0 = 16 530 + 0.1 y (1) 
بر‎ = 42 600+ 0.1x (2) 
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3 


10 x = 165 300 +y (1) 
-0.1x=42600-y (2) 
9.9 x = 0 


x=21000 y =42600+6(0.1x21 000) = 44 700 


ب) جدول توزيع التكاليف غير BAW‏ 























المراكز الرئيسية مراكز المساعدة المبلغ | تكاليف غير 
المباشرة 
توزیع ترکیب تصنيع تموين ‏ صیانة إدارة 
۴ 1 
408000 58290 | 35630 42600 16530 204 ضع 
التوزيع 
2100| 6300 8400 | 2100 | 2100 |21000- 400 إدارة 
10 17880 | 4470 | 44700 | 4470 الصيانة 
0 | 64980 84570 | 42200 جموع 1 
التوزيع 
0د ج |ساعات كغ المادة كغ المادة 4 'طبیعة وحدات 
من رقم „JI‏ المستعملة المشتراة 0 0 العمل 
الأعمال | العاملة 14095 | 16800 400 | عدد وخدات 
القيا 
ياس 
5750 | 5415 تكلفة وخدة 
22 | 12 6 2.5 : 
القياس L‏ 
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ج) مختلف التكاليف والنتيجة: 


للطلبية 512: 
22500 دج 18 كغ 1250 سعر الشراء للمواد الأولية: 
3125 دج 2.5 × كغ 1250 أعباء غير مباشرة للتموين: 
25625 تكلفة شراء المواد الأولية: 


0 = دج 36× ط 200 المباشرة للتصنيع 
L —‏ 

0 - دج 6× كغ 1250 أعباء غير المباشرة 
5 40 تكلفة الإنتاج عند خروجه من ورشة التصنيع. 
ونتاج 3 3 Č‏ 


15120 دج 36× 0أعباء مباشرة للت ركيب 
5040 دج 12 ×6 420 أعباء غير Alu‏ للت ركيب 
60485 تكلفة الإنتاج عند حروجه من ورشة التركيب: 
600x2.2= 1320‏ أعباء توزيع الأعباء غير المباشرة: 
5 61 سعر تكلفة: 
- سعر البيع: 000 60 


5 1 النتيجة (الخسارة). 


المسألة السادسة: 

4 

1 إن التکلفة الحدية للإنتاج Cm(q)‏ هو مشتق بالنسبة [ . و لتابع تكاليف 
ال مهمة: 24 + C(q)=q -6q‏ 

Cm(q) = C'(q) - 3: —12q9+24 غصل على:‎ 

متوسط تكلفة الوحدة من الإنتاج: 


69424 ني - EA‏ د زین 
4 
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2( تابع متوسط تكلفة الوحدة: 
هو الحد الأدن من أجل قيمة الإنتاج مثل: 0© حيث: 


C'ulq)=0 s 10 


7 


EE 


لگن C'u(q)=2q-6=0‏ وهدا يؤدي إلى 0-3 و2 -() C”?‏ 


وبالتالی:3 = و 
توسط الحد الأدن المقرر من أجل: q=3‏ ويبلغ: 
 Cu(3)=3 -6.3+24=15‏ وا أن: 
Cm(3)=3.3 -12.3+24=15, on u: Cm(3)=Cu(3)‏ 
تبين عموما أن متوسط لتكلفة الوحدة هو الد الأدنى عند تساوي 
التكلفة الحدية. 
بما أن: C"u(q) = 2)0 <Cu(q)‏ 


Cu(q)‏ هو حد gol‏ في الحالات التالية: 


D-CA o 7۲ 
q = 
إذا كان:‎ C'u(q)=0 ما أن 0(”ي : فان‎ 
4€'(q)-C(q)=0 ou cig- 9گ‎ 
q 
Cm(q) = Cu(q) أي:‎ 
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المنحنيان الاثنين 
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من الرسم البياتي للتابع q)Cm(q)‏ يقطع الرسم qCu(q) il GL‏ 
عند 0ن sa)‏ حده الأدن). 


ب) 1) لنفترض أن المؤسسة موجودة في حیط تنافسي أمثل» am‏ السوق 
(24-م) فهو يعتبر السعر المتوسط 39 OT‏ واحد السعر „GAL‏ 


ما أن Cufg)‏ السعر الوحدوي المتوسط و م سعر البيع؟» الربح 


الوحدوي المتوسط (0)0حمء هذا معناه أن الربح حقق بإنتاج الكمية للسلعة 


A‏ هي: 
q(p-Cu(q)) d)‏ 


فضلا عن التكلفة الحدية للكمية X‏ للسلعة A‏ هو Cm(x)‏ اذن سعر 


البيع الحدي هو ۶ء الربح هو p- Cm(x)‏ يترتب على ذلك أن الربح ا حقق 


J 


لإنتاج الكمية x‏ للسلعة A‏ هو: 
Q‏ 
Jo- Cmax (2)‏ 
0 


„EB. 


)2 ما أن 24- مو 24 +ن6- تون Cu‏ 


العلاقة (1) التي تعطي الربح تصبح: 














ہم + تن -- (24 -ب6 + “بن -24 )نو = ((ب )1ت حم )و = B'(q)‏ 


8”)0(-0 و‎ B”(q)<0 له حد أقصى اذا كان‎ B(q) 


J 


a 


B'(q)=-3q +12q=—3q(q—4) c'est à dire B'(4)=0 
B" (q) = —6q + 2 بما أن:‎ 


(4 _ 


B —6.4 + 12 = —12; 
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و بالتالي: 4= qM‏ 
لكن: 4 = ص ونتيجة لذلكء الإنتاج هو الذي يجعل الاستفادة القصوى. 


ف - 4ء أي أن يكون هامشيا في العنق ل qm.‏ 


من أجل: 4= q=qM‏ 
م = 24 - 12.4+24- :3.4 = Cm(4)‏ 











الإنتاج مساويا لسعر البيع عند استحقاق الحد الأقصى. 


)© 
من أحل: ٩ = M‏ 
Cu(qM))‏ حم ( ię B(qM )= qM‏ مساحة المستطيل ABDE‏ 
حيث | لعرض هو 
EA=DB=p-Cu(qM)‏ والطول هو AB =ED = qM‏ 
وبالمٹثل ما لی 
qM‏ 


q=qM = | (p= Cm(z)dx 
i أب والقوس‎ GU وتمثل المنطقة الواقعة بين‎ 
حسب التكلفة ا حدیة (حاکتھا في الشكل).‎ 


ب في الرسم gli‏ لل 


ج) 1) إذا كان سعر الوحدة للممتلكات ألف 24 يتصل به قانون الطلب ف 
فان و - 32 = P(q)‏ للشركة عندما تنتج كمية جيدة من ألف ف: 
ql-q' +5q+8)‏ - (24 - و6 + Cu(q)) = q(32- qq‏ - (و)م )و = B(q)‏ 

أي: 
+5q +8q‏ تن- - (ن)8 
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2 النتج B(q)‏ هو الحد الأقصى عندما: 
0 و 0 = B'(q)‏ 


لکن لدينا: +10q+8‏ 2و3- > (وھ 
ما أن معين ثلاثي الحد من الدرجة الثانية: 
7 و4 - 52+24 -'4 -3q +10q+8=0 est‏ 
والقيم التي تعدم B'(q)‏ هي: 
إلغاء باء )©( هي: 
2 5-7- 5-7 


ql=— =4 et q2= 
AE "23% 








ما أن و يكون موجب ولديناء 10 + 6 - B”(q)=‏ سالب q=4 Lie‏ 
وينبغي أن تصدر الأمثل لتحقيق أقصى قدر من الربح عندما 4= . 


3 مرونة الطلب بالنسبة للسعر للتعبير عن: 








Egi p- EE 

dq q 
فان:‎ p(q)=32-q ما أن‎ 

1 

q=32-p dq_ i 

dq 

وبالتالی قيمة المرونة: 
Eql p= 1.7 P P‏ 


q 32-p p-32 
ومجموع الإيرادات قد تعبير:‎ 4 


R(q) = p(q).q =(32—q)q=—q +32q; 
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سالب من أجل: 201216 0 
وم وجب من أحل: 16 q>‏ 
با أن: 
R'(q) = -2q + 32 = 2(16 —q)‏ 
E m=R(q)ob‏ الإيرادات هو تابع: 
متزايد عندما: <q<I6‏ 0 
ومتناقص عندما: 16 q>‏ 


وتبين أن إجالي الإيرادات س (ف) مع زيادات ف إذا وفقط إذا 
مرونة1)م Eq/‏ في الواقع» إذ: 
dj ۱ dı‏ 
+p ou p et q positifs et 2210‏ وت R'((g)=p'q+p=‏ 
dq dq‏ 


ما أن م هو تابع متناقص q. J‏ 
عندما R'(q)‏ موجبة فان R(q)‏ تتزايد. 


۳ 4+ p0 ou za aq; يعني عندما:‎ 


aq 
بما أن : 1-0 ہے‎ 
1 
ور‎ par 2 عندما نقسم طرفي المتراححة»‎ 
dq dq 7 
تحصل على:‎ 
dp 


Ee l ou Eq/ احام‎ 
dq q 
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03 


الفهرس 


مقدمة عامة 
الفصل الأول 
التوابع ذات متغير حقيقي 
مقدمة 


الدوال العددية ذات متغير حقيقى 
التمثيل البياني 

تطبيقات الدوال في الاقتصاد 

الدوال من النوع y=ax+b‏ 
التفسيرات الاقتصادية للدوال من النوع 


وع y=ax+b‏ 
R .‏ ۷ 
التفسيرات الاقتصادية للدوال من النوع. حدر 
ر 
x‏ 


تطبيقات لدراسة الدوال: ا حل البياني 
من مفاهيم المشتقة» التفاضلية» المرونة والقيم الحدية للتابع 
الخواص الأساسية للاشتقاق 
المشتقات لبعض التوابع الأولية 
التوابع ذات متغيران حقيقيان 
مفاهيم المشتق الحزئي مشتق ونقطة ثابتة للتابع ذو متغیران 
تطبيقات التوابع ذات متغيران حقيقيان في الاقتصاد 
تمارين الفصل الأول 
الفصل GUI‏ 

حساب المصفوفة 
مقدمة 
الخواص الأساسية للمصفوفة 
تطبيقات لحساب المصفوفة في الاقتصاد 
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الفصل الثالث 
نظم المعادلات من الدرجة الأولى ذات عدة مجهولة 
مقدمة 
نظم المعادلات من الدرجة الأولى 
القرار من نظام المعادلات من الدرحة الأولى جھولین 
حل نظام من المعادلات لأكثر من مجهولين 
تطبيقات لنظم المعادلات ق الاقتصاد 
تمارين الفصل الثالث 
حلول تمارين الفصل الثالث 
الفصل الرابع 

حساب التكاملات الحددة - الطرق ا ألوفة للتكامل- 
مقدمة 
التکاملات 
الخواص الأساسية للتكامل 
التوابع الأصلية لبعض الدوال الأساسية 
تطبيقات للتكاملات في الاقتصاد 
تمارين الفصل الرابع 
حلول تمارين الفصل الرابع 
نصوص المسائل 
حلول المسائل 


امر اجع 
الفھرس 





